25. Landeswettbewerb Mathematik Bayern

Losungsbeispiele fiir die
Aufgaben der 1. Runde 2022/2023

Aufgabe 1

Mt den Ziffern 1,2,3,4,5,6,7 und 9 sollen vier zweistellige Primzahlen gebildet werden,
wobei jede Ziffer nur einmal verwendet werden darf.
Untersuche, welche Werte fiir die Summe dieser vier Primzahlen méglich sind.

Losung:

Die Summe der vier Primzahlen ist immer 190.

1. Beweis (mit einer Liste der zweistelligen Primzahlen):

Es gibt genau die folgenden 21 zweistelligen Primzahlen:
11,13,17,19, 23,29, 31,37, 41,43,47, 53,59, 61,67, 71,73,79, 83,89, 97.

Da jede der acht gegebenen Ziffern nur einmal verwendet werden darf und es bei vier
zweistelligen Zahlen insgesamt acht zu besetzende Ziffern gibt, muss jede Ziffer sogar
genau einmal verwendet werden. Da die Ziffern 2 und Ziffern 5 vorkommen miissen, muss
aus obiger Liste genau eine der beiden Zahlen 23 oder 29 und genau eine der beiden
Zahlen 53 oder 59 gebildet werden. Da keine Ziffer mehrfach vorkommen darf, sind fiir die
beiden somit zu bildenden Primzahlen nur die Paare 23 und 59 bzw. 29 und 53 mdglich.
In jedem der beiden Félle wird die Ziffer 3 genutzt. Fiir die Ziffer 4 bleiben also nur die
beiden Zahlen 41 oder 47 und fiir die Ziffer 6 genau die beiden Zahlen 61 oder 67. Da
keine Ziffer mehrfach vorkommen darf, sind fiir die beiden hier zu bildenden Primzahlen
nur die Paare 41 und 67 bzw. 47 und 61 moglich.

Insgesamt gibt es somit nur vier Moglichkeiten, die vier Primzahlen zu bilden:

23,59,41,67;  23,59,47,61;  29,53,41,67 oder 29,53,47,61.

Die Summe der vier gebildeten Zahlen ist in jedem Fall 23+59+41+67 = 23+59+47+61 =
29+53+41+67=29+53+47+61=190.

2. Beweis (Variante mit Teilbarkeit):

Zweistellige Primzahlen sind nicht durch 2 und nicht durch 5 teilbar. Daher kénnen die
Ziffern 2,4,6 (wegen Teilbarkeit durch 2) und 5 (wegen Teilbarkeit durch 5) nicht an der
Einerstelle der Primzahlen stehen.

Folglich miissen die 4 gesuchten zweistelligen Primzahlen an den Zehnerstellen die Ziffern
2,4,6 und 5 haben und an den Einerstellen die Ziffern 1,3,7 oder 9.
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Folgende Primzahlen, sortiert nach ihrer Zehnerziffer, sind daher moglich:

2: 23 oder 29

4: 41, 43 oder 47

5: 53 oder 59

6: 61 oder 67

Fiir die folgende Fallunterscheidung betrachten wir die Primzahlen, die eine 2 oder 6 an
der Zehnerstelle haben.

1. Fall: Die Primzahl 23 wurde gebildet. Da die Ziffer 3 nun nicht mehr zur Verfiigung
steht, kann die 53 nicht gebildet werden und es muss die Zahl 59 gewihlt werden.

1.a:

1.b:

Die Primzahl 61 wird gebildet. Da nun nur noch die Ziffern 4 und 7 verfiighar
sind, muss die Zahl 47 gebildet werden.

Insgesamt wurden also die Primzahlen 23,47,59 und 61 gebildet. Thre Summe
ist 23 +47 + 59 + 61 = 190.

Die Primzahl 67 wurde gebildet. Da nun nur noch die Ziffern 4 und 1 zur
Verfiigung stehen, muss die Primzahl 41 gewdhlt werden.

Insgesamt wurden also die Primzahlen 23,41,59 und 67 gebildet. Ihre Summe
ist 23 +41 + 59 + 67 = 190.

2. Fall: Die Primzahl 29 wurde gebildet. Da die Ziffer 9 nun nicht mehr zur Verfiigung
steht, kann die 59 nicht gebildet werden und es muss die Zahl 53 gewahlt werden.

2.a:

2.b:

Die Primzahl 61 wird gebildet. Da nun nur noch die Ziffern 4 und 7 verfiighar
sind, muss die Zahl 47 gebildet werden.

Insgesamt wurden also die Primzahlen 29,4753 und 61 gebildet. Thre Summe
ist 29 +47 + 53 + 61 = 190.

Die Primzahl 67 wurde gebildet. Da nun nur noch die Ziffern 4 und 1 zur
Verfiigung stehen, muss die Primzahl 41 gewdhlt werden.

Insgesamt wurden also die Primzahlen 29,41,53 und 67 gebildet. Ihre Summe
ist 29 +41 + 53 + 67 = 190.

In allen Féllen hat die Summe den Wert 190. Also ist 190 die einzige mogliche Summe.

3. Beweis (Betrachtung der Einer- und Zehnerstelle):

Angenommen es gibt vier solche Primzahlen.

Wie vorher schliefen wir, dass bei den vier Primzahlen an den Zehnerstellen die Ziffern
2,4,5 und 6 und an den Einerstellen die Ziffern 1,3,7 und 9 stehen miissen.

Bei der Bildung der Summe der vier Zahlen konnen wir auch zuerst die Beitrige der
Einerstellen und dann die Zehnerziffernbeitrage addieren, d.h. die Summe der vier Zahlen
kann nur den Wert

(1+3+7+9)+(2+4+5+6)-10=20+17-10=190
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haben.
Es bleibt zu zeigen, dass es tatsédchlich vier solche Primzahlen gibt. Dazu geniigt es, ein

Beispiel anzugeben:
23,41,59,67

Aufgabe 2

o®

In der Abbildung sind die vier hervor-
gehobenen Strecken gleich lang.
Bestimme die Grifie des Winkels a.

Loésung:

Die Grofe des Winkels a betragt 90°.

1. Beweis (Innenwinkelsumme im rechtwinkligen Dreieck und gleichschenklige
Dreiecke):

Wir bezeichnen die Punkte und Winkel wie in
der nebenstehenden Skizze. Im rechtwinkligen
Dreieck BDE ist die Innenwinkelsumme

P11+ &1 +90° = 180°. Daher ist 51 + &1 = 90° (*).
Weil die beiden Dreiecke ABC' und FAD gleich-
schenklig sind, gelten By = 51 und ey = g1 (*%). - .
Schliefslich gilt fiir den gestreckten Winkel am B C D

Punkt A: fs + a + g5 = 180°.
Dies bedeutet aber zusammen mit (*) und (**): 180° = So + v+ &9 = f1 + v + &1 = 90° + «,

weswegen « = 90° ist.

2. Beweis (Winkeljagd in gleichschenkligen Dreiecken, Aufienwinkelsatz!, ge-
streckter Winkel):

E ..

Wir bezeichnen die Punkte und Winkel wie in A s i

der nebenstehenden Skizze. Im gleichschenkli-

gen Dreieck CDA haben die Basiswinkel bei

C und D aufgrund der Innenwinkelsumme die '

Grike 2 DCA = 2 ADC = L.(180° - a) = 90°-%. 5 B
“B C D

Gleichzeitig ist « DC'A ein Aufenwinkel im gleichschenkligen Dreieck BC'A. Fiir den Ba-
siswinkel dieses Dreiecks bei A folgt also f = «CBA=2BAC =3 2DCA =45 - 4.
Wegen des vorgegebenen rechten Winkels bei D folgt im gleichschenkligen Dreieck DEA

lsiehe Bemerkung am Ende der Aufgabe
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fiir den Innenwinkel « EDA =90° - 2 ADC =90° - (90° - §) = .

Fiir die Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck DFE A folgt wegen der Innenwinkelsum-
me im Dreieck e = «AED = 2 DAE = 1 (180° - «EDA) = 90° - 2.
Die Punkte B, A und FE liegen genau dann auf einer Geraden, wenn sich bei A ein ge-
streckter Winkel ergibt, d.h. es muss gelten « BAC+ «CAD+ «DAFE =180°. Es folgt die

Gleichung
(450 - %) o+ (900 - %) -180° |

Dies ist dquivalent zu a = 90°.

3. Beweis (Winkeljagd in gleichschenkligen Dreiecken):

Wir ermitteln die Grofen der Winkel 5 = B
<CBAund e = 2AED. A <
Der Winkel « DC' A ist Auflenwinkel des gleich- o
schenkligen Dreiecks ABC' mit den Basiswin-

keln 3= 2CBA = 2« BAC, woraus wir £ DC'A = 3 '“
23 schliefsen. 5 o D

Im gleichschenkligen Dreieck CDA sind « DCA und 2« ADC' Basiswinkel, weswegen sich
2 ADC =20 ergibt.

Im rechtwinkligen Dreieck BDFE mit rechtem Winkel bei D gilt 3 +¢+90° = 180°, woraus
e =90° - [ folgt.

Im gleichschenkligen Dreieck £ AD mit den Basiswinkeln e = « AED = 2« DAF gilt 180° =
2¢ + £ EDA. Es ergibt sich

<EDA=180°-2¢=180°-2(90°-3) =20
Andererseits gilt fiir den rechten Winkel « EDC'
90°=2EDC = 2zEDA+ 2ADC =25 +28 =45

woraus wir 5 =22, 5° ablesen.
Damit gilt im gleichschenkligen Dreieck C'D A, dass beide Basiswinkel « DC'A und £ ADC
die Groke 23 = 45° haben. Fiir den Winkel « folgt schlieflich

o = 180° — 48 = 90°

Bemerkung:

In einem Dreieck wird ein Nebenwinkel eines Innenwin- -
kels an einer Ecke Aufienwinkel genannt. Der Aufsenwin- C
kelsatz besagt, dass jeder Aufenwinkel so grof ist, wie ﬂw

die Summe der beiden nicht anliegenden Innenwinkel.

In nebenstehendem Bild gilt beispielsweise fiir den Au-

fsenwinkel v* = a+ 5. Dies folgt direkt aus der Tatsache, A < ﬂ
dass sich sowohl Nebenwinkel als auch alle Innenwinkel

eines Dreiecks zu 180° erginzen.
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Aufgabe 3

In Pauls Notizblock sind alle Blitter fortlaufend beidseitig nummeriert. Auf dem ersten
Blatt stehen die Seitenzahlen 1 und 2, auf dem ndchsten 3 und 4 und so weiter. Paul reifit
ein Blatt heraus. Die Summe aller Seitenzahlen auf den verbliebenen Bldattern ist 2223.
Bestimme, wie viele Blatter Pauls Notizblock gehabt haben kann und welches Blatt her-
ausgerissen wurde.

Losung:

Es gibt genau eine Losung. Der Notizblock hatte 34 Blidtter mit den Seitenzahlen von 1
bis 68. Das Blatt mit den Seitenzahlen 61 und 62 wurde herausgerissen.

1. Beweis (Systematisches Probieren):

Zur Berechnung der Summe S(n) der natiirlichen Zahlen von 1 bis n kann man z.B. die
Gaufssche Summenformel

S(n):1+2+...+n:%n(n+1)

benutzen. Die Seitenzahlen des Notizblocks beginnen bei 1 und enden beim Doppelten
der Anzahl der Bléatter des Blocks, d.h. die grofte Seitenzahl ist eine gerade Zahl.

e Man addiert nacheinander die natiirlichen Zahlen von 1 beginnend und iiberpriift,
wann man das erste Mal eine Summe grofer als 2223 erhalt.

e Die Summe der natiirlichen Zahlen von 1 bis 66 (dann hétte der Block 33 Blétter)
ist %~66 67 = 2211, was noch zu klein ist. Daher muss der Block aus mindestens 34
Bléttern (Seitenzahlen von 1 bis 68) bestehen.

e Die Summe aller Seitenzahlen ist bei 34 Blittern % -68 - 69 = 2346.
Nun ist 2346-2223 = 123 = 61+62 und die Seitenzahlen 61 und 62 stehen tatséchlich
auf einem Blatt, ndmlich auf dem 31. Bei 34 Blédttern muss daher das Blatt mit den
Seitenzahlen 61 und 62 herausgerissen worden sein, denn jede andere Summe zweier
aufeinanderfolgender Zahlen ist kleiner oder grofer als 123.

e Angenommen der Block héitte mehr als 34 Blédtter. Dann wére die Summe der Sei-
tenzahlen, nachdem das letzte Blatt mit den hochsten Seitenzahlen herausgerissen
wurde, mindestens 2346 (die Summe der Zahlen von 1 bis 68) und daher in jedem
Fall zu grok. Gleiches gilt dann erst recht beim Herausreifsen eines Blattes, das nicht
das letzte ist.

Also gibt es nur die Moglichkeit, dass der Block aus 34 Blittern bestanden hat und das
31. Blatt mit den Seitenzahlen 61 und 62 herausgerissen wurde.
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2.Beweis (Aufstellen von Gleichungen und Ungleichungen):

Sei n die Anzahl der Blatter und £ mit 1 < k < n die Nummer des herausgerissenen
Blattes. Dann hat der Notizblock die Seitenzahlen 1 bis 2n und es wurde das Blatt mit
den Seitenzahlen 2k — 1 und 2k herausgerissen.

Die Summe der Seitenzahlen des urspriinglichen Blocks kann mit der Gaufschen Sum-
menformel berechnet werden 1+2+-+-+2n = -2n(2n+1). Damit muss folgende Gleichung

erfiillt sein:
(1) 2223=1-2n(2n+1) - (2k-1) -2k =2n2+n -4k +1

Wegen 1 < k folgt 2223 < 2n2 + n — 3 bzw. 0 < 2n? + n — 2226 (2). Zur Losung dieser
Ungleichung berechnen wir die Nullstellen n; und ny der Funktion f(n) =2n? +n — 2226:
nije = }L(—l + \/17809). Dabei ist ny offenbar negativ und wegen (33-4 +1)% = 1332 =
17689 < 17809 ist 33-4 < -1 + /17809 und daher ny = }1(_1 + \/17809) > 33. Der Graph
der Funktion f ist eine nach oben gedffnete Parabel. Da n > 1 sein muss, folgt also
n > ny > 33, damit Ungleichung (2) gilt.

Wegen k < n folgt aus (1) weiter 2223 > 2n? — 3n + 1 bzw. 0 < 2n% - 3n — 2222 (3).
Zur Losung dieser Ungleichung berechnen wir die Nullstellen n3 und n, der Funktion
g(n) =2n?-3n-2222: ngy = +(3+ \/17785). Wieder ist ng offenbar negativ und wegen
(35-4-3)% = 1372 = 18769 > 17785 ist 35-4 > 3+/17785 und daher ny = } (3 + \/17785) < 35.
Der Graph der Funktion g ist eine nach oben gedffnete Parabel. Daher muss n3 <n < ny <
35 gelten, damit Ungleichung (3) erfiillt wird.

Insgesamt folgt also 33 < n < 35 und damit n = 34. Der Notizblock hatte also zu Beginn
34 Blatter. Mit Gleichung (1) folgt fiir k: 2223 = 2-342 + 34 -4k + 1 und damit k = 31. Das
herausgerissene 31. Blatt trigt also die Seitenzahlen 61 =2-31 -1 und 62.

Aufgabe 4

Im spitzwinkligen Dreieck ABC mit « ACB =60° ist M
der Mittelpunkt der Seite AB. Die Punkte D und E sind
die Hohenfufpunkte auf den Seiten BC bzw. AC.
Zewge: Das Dreieck MDFE st gleichseitig.

1. Beweis:

Da das Dreieck ABC' spitzwinklig ist, liegen
die beide Hohenfuftpunkte D und E im Inneren /[
der Seiten BC bzw. AC. Des Weiteren sind die
Winkel 2 BDA und <« BEA beide rechte Win-

kel. Aus der Umkehrung des Satzes des Tha- B \D

les folgt, dass D und E auf dem Thaleskreis

iiber dem Durchmesser AB mit Mittelpunkt M

liegen. Insbesondere ist also ’m‘ = |W\ = B
M

|MD| = [ME|, d.h. das Dreieck M DE ist gleich-
schenklig.
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Da auch die beiden Dreiecke AM E und BM D gleichschenklig sind, gilt mit dem Satz von
der Innenwinkelsumme «MAFE = £ AEM und daher « EMA =180°-2- 2« MAFE (1) und
2DBM = £ MDB, und deswegen < BMD =180°—-2- 2DBM (2).

Aus (1) und (2) folgt mit dem gestreckten Winkel am Punkt M fiir den Winkel « DM E:

4DME =180° -~ 2EMA - 2BMD
= 180° — (180° - 2- 2« M AF) - (180° - 2- 2 DBM)
=2.(«MAE + «DBM) - 180°
=2-(180° - 2ACB) - 180°
=2-120° - 180° = 60°,

wobei im vorletzten Schritt die Innenwinkelsumme im Dreieck ABC benutzt wurde. Das
gleichschenklige Dreieck M DFE hat also an seiner Spitze M einen Winkel der Grofe 60°.
Es ist also gleichseitig.

2. Beweis:

Wie im ersten Beweis zeigt man, dass das Dreieck M DFE gleichschenklig ist. Nun stellen
wir einige Winkelbeziehungen auf.

(1) Da die Summe der Innenwinkel im Dreieck ABC' 180° betrigt, gilt
«CBA+ «BAC =180° - 60° = 120°.

(2) In den gleichschenkligen Dreiecken AME und M BD sind die Basiswinkel jeweils
gleich grof, d.h.
<¢BAC =«MAFE = 2AEM und «CBA=«DBM = «MDB.

(3) Mit (2) und (1) folgt « MAE+ «AEM+ «DBM+ «MDB =2(<BAC+ «CBA) =
240°.

(4) Die Innenwinkelsumme im Viereck ABDE betrigt 360°. Mit (3) erhélt man daher
¢MED+ «EDM =360°- (<« MAE + £AEM + «DBM + « MDB) = 120°.

(5) Im gleichschenkligen Dreieck M DE sind die Basiswinkel gleich gro, d.h. « MED =
<EDM.
Mit (4) folgt dann « MED = 2 EDM = 60°

Die Summe der Innenwinkel im Dreieck M D E betragt 180°. Folglich sind alle drei Innen-
winkel des Dreiecks M DFE gleich 60° und das Dreieck M DFE ist gleichseitig.

Variante (Nutzung des Mittelpunktswinkel-Umfangswinkel-Satzes):

Wie vorher erkennt man, dass D und E auf dem Thaleskreis iiber dem Durchmesser AB
mit Mittelpunkt M liegen und das Dreieck M DFE gleichschenklig ist.

Im rechtwinkligen Dreieck ADC gilt « DAC =180°- «CDA- « ACD = 180° -90° - 60° =
30°.

Nun ist der Winkel £ DAE = 2 DAC' = 30° Umfangswinkel im Thaleskreis iiber der Sehne
DE.

Nach dem Mittelpunktswinkel-Umfangswinkel-Satz ist der Mittelpunktswinkel <« DM FE
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iiber der Sehne DE doppelt so grof wie der Umfangswinkel «DAE = 30°. Also gilt
«DME =2-30° =60°.
Folglich hat das gleichschenklige Dreieck M DE an der Spitze einen 60°-Winkel und ist
daher auch gleichseitig.

Aufgabe 5

Antonia mdchte alle Seiten zweier Holzwirfel mit positiven ganzen Zahlen beschriften.
Dabes diirfen Zahlen mehrfach vorkommen. Beim einmaligen Werfen beider Wiirfel soll
die Summe der gewtrfelten Augenzahlen nur die Werte 2,3,4,...,13 annehmen kénnen
und jeder dieser zwdlf Werte soll gleich wahrscheinlich sein.

Bestimme alle Maéglichkeiten fiir die Zahlen, die auf den Seiten der einzelnen Wiirfel
stehen kdnnen.

Loésung:

Es gibt genau vier Moglichkeiten:

Wiirfel 1 Wiirfel 2
(1151;2,2;2) | (1;3;5;7;9;11)
(1;1;153;3;3) | (152;5;6;9;10)
(11;154:454) | (152;3;7;8;9)
(LLL7T77) | (152;3:455:6)

Beweis:

Die zwei Wiirfel werden im Folgenden mit A und B bezeichnet. Weiter werden die Zahlen
auf Wiirfel A mit (ay, as, as, a4, as, ag) und die auf Wiirfel B mit (by, by, bs, b4, bs, bg)
bezeichnet. Da die Anordnung der Zahlen auf den Wiirfeln keine Rolle spielt, gelte a; <
as <---<ag und b1 SbQS"'Sbﬁ.

Damit jede der 12 Augensummen gleich wahrscheinlich ist, d.h. mit der Wahrscheinlichkeit

% gewiirfelt wird, miissen geméfs der Laplace-Formel unter den 36 moglichen, gleichwahr-

scheinlichen Wiirfelergebnissen (a;, b;) (mit 1 <4, j < 6) jeweils genau drei zu einer der
1

Augensummen 2, 3, ..., 13 fithren: % =15

Die folgenden Aussagen gelten jeweils analog mit vertauschten Wiirfeln: A < B.

o Fiir die Augensumme 2 muss ay =as=ag=1, as>2 und by =1, by >2 gelten:
Begriindung:

Fiir die Augensumme 2 ist a; = 1 und b; = 1 notwendig. Damit mindestens ein
weiteres der 36 Ergebnisse zur Augensumme 2 fiihrt, muss weiter as =1 oder by =1
gelten. OBdA gelte ay = 1. Wire nun auch by, = 1, dann gibe es mindestens die vier
Ergebnisse (aq,b1), (a1,b2), (az,b1) und (ag,by) mit Augensumme 2. Daher muss
by > 2 sein. Um nun genau drei Ergebnisse zur Augensumme 2 zu erhalten, muss
weiter az = 1 und a4 > 2 gelten.
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o Weiter muss by < by < --- < bg gelten und die drei Zahlen ay, as und ag missen gleich
sein: ag=as=ag=a (mita>2):
Begriindung:
Wegen a; = as = a3 = 1 kommen die sechs Augensummen b;+1,b5+1, ..., bg+1 jeweils
dreimal vor. Da diese sechs Augensummen paarweise verschieden sein miissen, muss
dies auch fiir Zahlen by, ..., bs gelten. Daher ergibt sich b; < by < --- < bg. Damit nun

die grofite Augensumme 13 = ag + bg genau dreimal vorkommt, muss a4 = a5 = ag
gelten.

Nun kann man auf zwei Arten weiter argumentieren:

1. Variante:

e Nur fiir a € {2;3;4;7} kann es eine passende Zahlenkombination fir den Wiirfel B
geben:

Begriindung:

Wegen 1 = by < by < -+ < bg muss bg > 6 gelten. Zusammen mit a + bg = 13 folgt
daraus: a=13-bg < 13-6=71.

Fiir a =5 (und fiir a = 6) kann es keine Losung geben:

In diesen Féllen wire by + a gleich 6 (7). Fiir die Augensummen 3, 4 und 5 (und 6)
miisste dann by = 2, by = 3, by =4 (und bs = 5) gelten. Da aber fiir bg + a = 13 weiter
bg = 8 (bg = 7) sein miisste, kime die Augensumme 9 (8) sechsmal vor: a;+bg = 1+8 = 9
und a+by;=5+4=9 (a3 +bg=1+7=8und a+by=6+2=8).

o Fiirae{2;3;4;7} gibt es jeweils genau eine Zahlen-Kombination fir den Wiirfel B.

Im Folgenden wird gezeigt, dass in diesen vier moglichen Fillen die Zahlen b, < ... <
bg auf Wiirfel B eindeutig festgelegt sind.

a=7 A:(1,1,1,7,7,7) = B: (1,2, 3,4,5,6)

Da die Augensummen mit dem Summanden a = 7 mindestens den Wert 8
ergeben (by +a = 1+ 7 = 8), muss fiir die Augenzahlen by, b3, ..., bs gelten:
by+1=3,b3+1=4,...,b6+1=7; das heist by =2, b3=3, ..., bg =06.

a=4: A:(1,1,1,4,4,4) = B:(1,2,3,7,8,9)

Da die Augensummen mit dem Summanden a = 4 mindestens den Wert 5
ergeben (by+a =1+4 =5), muss fiir die Augenzahlen by und b3 gelten: by+1 =3
und b3 + 1 =4 — das heifst by =2 und b3 = 3. Fiir die Augensummen 11, 12 und
13 muss weiter by +4 =11, b5 +4 =12 und bg + 4 = 13 und damit by =7, b5 = 8
und bg = 9 gelten.

a=3 A:(1,1,1,3,3,3) = B: (1,2, 5,609, 10)

Da die Augensummen mit dem Summanden a = 3 mindestens den Wert 4
ergeben (by +a = 1+ 3 = 4), muss fiir die Augenzahl by gelten: by +1 = 3 —
das heifit b, = 2. Fiir die Augensummen 12 und 13 muss weiter bs + 3 = 12
und bg + 3 = 13 und damit b5 = 9 und bg = 10 gelten. Schliefslich muss fiir die
Augensummen 6 und 7 b3+ 1 =6 und by + 1 = 7 und damit b3 =5 und by = 6
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gelten: b3 +3=6 <= by3=3 und by +3 =7 <= by =4 sind nicht méglich, da
sonst die Augensumme 4 mit b;+3 = 4 = b3+ 1 beziehungsweise die Augensumme
5 mit by + 3 =5 =b, + 1 sechsmal vorkdme.

a=2 A:(1,1,1,2,2,2) = B: (1,3,5,7,9,11)

Fiir die Augensumme 4 muss by + 1 =4 und damit by = 3 gelten: by +2 =4 «<—
by = 2 ist nicht mdglich, da sonst die Augensumme 3 mit by +2 =3 = by + 1
sechsmal vorkidme. Fiir die Augensumme 6 muss b3 + 1 = 6 und damit b3 =5
gelten: bg = 4 ist nicht mdglich, da sonst die Augensumme 5 mit by +2 =5 =
bs + 1 sechsmal vorkdme. Analog sind fiir die Augensummen 8, 10 und 12 nur
by =7, bs =9 und bg = 11 moglich: Fiir b4 = 6, b5 = 8 und bg = 10 kimen die
Augensummen 7, 9 und 11 dann jeweils sechsmal vor.

Probe:

In allen vier Fallen bestdtigt man durch Nachrechnen, dass unter den 36 moglichen,
gleichwahrscheinlichen Wiirfelergebnissen (a;, b;) (mit 1 < ¢, 7 < 6) jeweils genau
drei zu einer der Augensummen 2, 3, ..., 13 fiihren.

2. Variante:

Wegen a > 2 ist a = 1 + £ mit einer ganzen Zahl k > 1. In dieser Bezeichnung lauten die
Zahlen auf dem Wiirfel A: (1,1, 1, 1+k, 1+k, 1+ k).

Dabi+a=1+1+k = Fk+2 gilt, muss fiir die Augensummenwerte 2, ..., k + 1 gelten:
bi+1=2,...,b+1=k+1, und damit by = 1, ..., by = k. Diese b-Werte liefern mit den
a-Werten 1 und 1+ k insgesamt die 2-k Augensummenwerte 1+1=2, ... k+1, 1+1+k=
k+2, ... k+1+k=2k+1.

Nun muss 2k +1 < 13 und damit k <6 gelten.

e Fiir k = 6 erhdlt man direkt die Losungs-Konfiguration
A (1,1,1,7,7,7) B:(1,2,3,4,5,6)

e Fiir k<6Gist by+1+k=2k+1<13 und fiir den ndchstgroferen Summenwert 2k + 2
muss bg,1+1 = 2k+2 und somit by,1 = 2k+1 gelten. (b1 +1+k = 2k+2 <= b1 = k+1
ist nicht moglich, da hiermit der bereits dreimal erzeugte Summenwert k + 2 mit
bg+1 + 1 weitere drei Male erzeugt wiirde.)

Mit bgy1 = 2k + 1 gilt gy + 1+ k = 3k + 2 und fiir die £ Summenwerte 2k + 2, 2k +
3, ....,3k+1muss b1 +1 =2k+2,bpo =2k+3...,by +1 =3k +1 und somit
besr =2k + 1, by =2k + 2, ..., boy, = 3k gelten. (Mit dem Argument von zuvor sind
fiir bgy1, ..., bogx die Werte k+ 1, ..., 2k nicht moglich: Die Summen dieser b-Werte
mit dem a-Wert 1 ergiben Summenwerte kleiner oder gleich 2k +1 — die aber bereits
erzeugt sind.)

Die b-Werte by, = 2k + 1, ..., bop = 3k liefern mit den a-Werten 1 und 1 + k£ ins-
gesamt die 2 -k Augensummenwerte 2k +1+1=2k+2, ..., 3k+1,2k+1+1+k =
3k+2, .. 3k+1+k=4k+1.

Der Fall 4k +1 =13 liefert £ = 3 und damit die Losungs-Konfiguration
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A:(1,1,1,4,4,4)  B:(1,2,3,7,8,9)

e Fiir k < 3 erhilt man analog notwendig folgende k b-Werte: bog,1 =4k +1, ..., by =
5k. Die Summen dieser b-Werte mit den a-Werten 1 und 1 + k erzeugen die 2 - k
Summenwerte 4k +2, ..., 5k+ 1, 5k +2, ... 6k + 1.

Der Fall 6k + 1 =13 liefert k£ = 2 und die Losungs-Konfiguration

A:(1,1,1,3,3,3)  B: (1,25, 6,09, 10)

e Auch im verbleibenden Fall k£ =1 gibt es eine eindeutige Losung: Dann erhélt man

zu den bereits bestimmten b-Werten by = 1, by = b1 = 2k+1 =3, b3 = bopy1 = 4k+1=5
die mit den a-Werten 1 und 1+ k =2 die 2-3 =6 Summenwerte 1 +1=2, 1+ 2 =3,
3+1=4,3+2=5und 5+1=6,5+2="T.
Da mit jedem weiteren b-Wert zwei Summenwerte dazukommen, bendtigt man fiir
die insgesamt 12 Summenwerte von 2, ..., 13 genau drei weitere b-Werte. Diese
ergeben sich analog zu obiger Argumentation eindeutig als by = bz, = 6k+1 =17,
bs = bypy1 = 8k +1 =9 und bg = bspyp = 10k +1 = 11. Mit den a-Werten 1 und 2
erhilt man hiermit die verbleibenden Summenwerte 7+1=87+2=9, ..., 11+1=
12, 11+ 2 = 13. Der Fall £ =1 liefert also die Lésungs-Konfiguration

A:(1,1,1,2,2,2)  B:(1,3,5,7,09,11)

Bemerkung:

Die vier erhaltenen Losungskonfigurationen gehoren genau zu den vier positiven Teilern
der Zahl 6: k € {1;2;3;6}. Die zwolf Summenwerte 2, ..., 13 miissen geméif obiger Kon-
struktion durch ein Vielfaches von 2 -k Summenwerten erzeugt werden. 2-k muss also 12
teilen, das heifst £ muss ein Teiler der Zahl 6 sein.
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Aufgabe 6

Wir betrachten Dreiecke ABC, die wie in der Abbildung
mittels einer Zickzacklinie in finf Teildreiecke mit glei- C
chen Flicheninhalten zerlegt sind, und die folgende Ei-
genschaft besitzen:

Diejenigen Seiten der Teildreiecke, welche auf den Gera-
den AB, BC' oder C'A liegen, haben ganzzahlige Lingen.
Bestimme den kleinstmdoglichen Umfang, den ein solches
Dreieck ABC' haben kann.

Losung:

Der kleinstmogliche Umfang hat den Wert 31.

1. Beweis :

Wir bezeichnen die Punkte wie in der nebenstehen- C

den Skizze. Des Weiteren seien die nach Vorausset- Il

zung ganzzahligen Seitenldngen des Dreiecks ABC

wie iiblich mit a = |B_C’, b= |E‘ und c = |E‘ be-

zeichnet. F

Alle fiinf kleinen Teildreiecke ADC', DGC', DEG,

EFG und EBF haben den gleichen Flacheninhalt,

d.h. £ des Flicheninhalts von Dreieck ABC. A D E B

Wir nutzen die Formel fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks A = % - g - hy und berechnen
so die Langen der Teilabschnitte der Seiten ¢ und a.

(1) Die Dreiecke ADC und ABC haben die gleiche Hohe auf den Grundseiten AD bzw.
AB. Der Fliacheninhalt von Dreieck ADC' ist gleich % des Flacheninhalts von Dreieck

ABC, was wegen der identischen Hohen dquivalent ist zu |[AD| = §-|AB| =1 -c.

(2) Die Dreiecke DGC und DBC haben die gleiche Hohe auf den Grundseiten GC bzw.
BC'. Der Flacheninhalt von Dreieck DGC'ist gleich i des Flacheninhalts von Dreieck

DBC, was wegen der identischen Hohen dquivalent ist zu ‘GC| = % . ‘BC‘ = }L -a.

(3) Wegen (1) ist ‘ﬁ‘ =c- |E| = 2-c. Die Dreiecke DEG und DBG haben die gleiche
Hohe auf den Grundseiten DE bzw. DB. Der Flicheninhalt von Dreieck DEG ist
gleich % des Flacheninhalts von Dreieck DBG, was wegen der identischen Hohen
dquivalent ist zu |ﬁ| = % . |ﬁ| = % . % c= % - C.

(4) Wegen (2) ist [BG| = a—|GC| = 2-a. Die Dreiecke EBF und EBG haben die gleiche
Hohe auf den Grundseiten BF bzw. BG. Der Flicheninhalt von Dreieck EBF
isthalb so grof wie der Flacheninhalts von Dreieck FBG, was wegen der identischen

Hohen équivalent ist zu [BF|=3-|BG|=3-3-a=%-a.

(5) Zusammengefasst konnen die Léngen aller sechs Abschnitte der Seiten a und ¢ an-
gegeben werden:
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AD|=-c . [DBl=iz-e . [EBl=c-f-e-se=itee,
[CCl=1-a . [BFl=2a , [FOl=a-j-a-2-a=>-a

Unsere Uberlegungen zeigen, dass die Flicheninhalte der 5 Teildreiecke genau dann
gleich grof sind, wenn die Teilstrecken die angegebenen Léngen haben.

Damit alle geforderten Strecken ganzzahlige Léngen haben, muss die Lange ¢ durch 15
teilbar (DE = -+c) und die Linge a durch 8 teilbar (BF = 2a) sein. Umgekehrt sind dann
auch alle geforderten Streckenldngen ganzzahlig.

Eine Méglichkeit ist die Wahl ¢ = 15 und a = 8. Wegen der Dreiecksungleichung a +0 > ¢
muss dann b > 7 sein. Da b ganzzahlig sein soll, bleibt nur b > 8. In diesem Fall ist der
Umfang also mindestens 15+8+8 = 31. Fiir den minimalen Umfang haben die Teilstrecken
dann die ganzzahligen Léngen [AD| = 3,|DE| = 4,|EB| = 8,|CG| = 2,|BF| = 3,|FG| =
3,|AC| =38.

Bleibt zu zeigen, dass ein kleinerer Umfang nicht moglich ist.

Wie gezeigt, muss ¢ durch 15 teilbar sein. Angenommen ¢ wire grofer als 15, dann miisste
c wenigstens 30 sein. Da a und b beide positiv sein miissen, wére in diesem Fall der Umfang
mindestens 32 = 30 + 1 + 1 und damit gréfer als 31. Also muss ¢ = 15 gelten.

Die Linge a muss durch 8 teilbar sein. Angenommen a ist grofer als 8, dann muss a
wenigstens 16 sein. Da b positiv ist, wiire in diesem Fall der Umfang ebenfalls wenigstens
32=15+16+1 und damit grofer als 31.

Wir haben also gezeigt, dass der Umfang mindestens den Wert 31 annimmt und in diesem
Fall alle geforderten Strecken ganzzahlige Lénge haben.
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