12. Landeswettbewerb Mathematik Bayern
Losungsbeispiele fir die Aufgaben der 2. Runde 2009/2010

Aufgabe 1

In die sechs Felder der untersten Zeile des

Stufendreiecks werden sechs \
verschiedene nattrliche Zahlen \
eingetragen. Die Zahlen zweier | \
benachbarter Felder werden miteinander

multipliziert und das Ergebnis wird in das | | |

Feld, das in der Mitte Uber diesen beiden Feldern liegt, geschrieben.
Nach dieser Vorschrift werden alle Felder der Reihe nach ausgefillt.

Wie viele verschiedene Belegungen der untersten Zeile fihren im obersten Feld zum
Ergebnis 141 523 200 0007

Ergebnis:
Es gibt 16 verschiedene Belegmdglichkeiten fir die unterste Zeile.
Beweismdglichkeit:

Schreibt man in die Felder der untersten Zeile die sechs Variabeln a, b, ¢, d, e und f,
so erhalt man nach obiger Vorschrift die folgende Belegung der Gbrigen Felder:

[ ab°cd™e5 |
ab’c®d’e | bc’d%e’f
| ab’c®™d | bc’d’e | cd’e’f
| ab’c | bc?d | cd’e de’f \
| ab \ bc | cd \ de | ef |
a | b \ C | d | e \ f

Die zahl im obersten Feld wird also durch den Term ab®c°d*%e>f beschrieben.
Er enthalt 1+5+10+10+5+1 = 32 Faktoren.

Die Primfaktorzerlegung der gegebenen Zahl ist:
141 523 200 000 = 1 415 232-100 000 = 2°-3%7-13-2°5° = 211-3%5>-7-13
D.h. die gegebene Zahl hat genau 23 verschiedene Primfaktoren.

Daraus folgt:
- Der Term ab°c*d*®e>f muss 10mal den Faktor 1 enthalten.
- Die weiteren Faktoren sind die Primzahlen
11mal die 2, 5mal die 3, 5mal die 5, 1mal die 7 und 1mal die 13.

Daraus folgt: Die Variablen ¢ und d werden durch 1 und 2 belegt: 2 Méglichkeiten
Die Variablen b und e werden durch 3 und 5 belegt: 2 Mdglichkeiten
Die Variablen a und f werden durch 13 und 14 oder durch 7 und 26
belegt: 4 Mdglichkeiten

Bemerkung: Die Belegung der Variablen a und f durch 2 und 91 oder 1 und 182
scheidet aus, da die Variablen ¢ und d bereits durch 1 und 2 belegt sind und alle
Zahlen in den sechs Feldern der untersten Reihe verschieden sein sollen.

Insgesamt gibt es demnach 2-2-4 = 16 Belegmdglichkeiten fur die unterste Zeile.
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Aufgabe 2

In einem Dreieck ABC beginnt bei einem
Punkt P der Seite [BC] ein Streckenzug,
dessen Eckpunkteder Reihe nach auf den
Seiten [BA], [AC], [CB], [BA], [AC] und
schlie3lich wieder auf [CB] liegen. Die
Winkel, die die Streckenmit diesen Seiten
einschlief3en, sind der Reihe nach a, G, £,
v, vy und wieder a (siehe Skizze).

Endet dieser Streckenzug bei P?

I v B

Wir benennen die durch den Streckenzug
bestimmten Anfangs—, Teil- und
Endpunkte auf den Seiten der Reihe nach
mit P, P, ... Pg; es genligt dann zu
zeigen, dass PgP mit AC den Winkel a
einschliel3t oder dass die Parallele durch
Ps zu AB durch P geht.

1. Beweismaoglichkeit : Es genlgt zu zeigen, dass die Gerade PgP mit der Geraden
AC den Winkel a einschlief3t.

Zunachst betrachten wir die Teilstrecke [P,P3]. Nach Voraussetzung schlief3t sie mit
der Geraden AB den Winkel (3 ein, also den gleichen Winkel, den auch die Strecke
[BC] mit AB einschlief3t. Also ist P,P3||BC, hieraus folgt sofort JAP3sP, = ACB = .

Weiter betrachten wir das Dreieck PP,B. Nach Vorgabe der Aufgabe hat dieses
Dreieck bei P den Innenwinkel a und bei B den Innenwinkel B und somit nach dem
Satz von der Innenwinkelsumme im Dreieck bei P, den Innenwinkel y. Damit setzt sich
der gestreckte Winkel [IBP,A aus den Winkeln 3, yund OPP,P3; zusammen. Da auch
a+B+y = 180¢ folgt sofort JPP,P3; = a.

Mit analoger Argumentation erhalten wir, dass P4Ps||AC und dass der Streckenzug bei
den Punkten P,, P3, P4, Ps und Pg stets drei Winkel der Gréf3e a, B und y erzeugt, die
so - wie in der Skizze gezeichnet - angeordnet sind.

Das Viereck PP,P3P, ist also ein Trapez, das zudem gleiche Innenwinkel bei P, und
bei P3 hat; es ist also achsensymmetrisch und insbesondere ist PP, =P,P, .

Aber auch P3P4PsPg ist ein achsensymmetrisches Trapez, da es gleiche Innenwinkel
bei P, und Ps hat. Also ist P,P, =P.P, . Hieraus folgt PP, =P.P; .

Da auch OOBP,P, = OOPP,A, ist das Viereck PsPsPP; ein gleichschenkliges Trapez.
Insbesondere ist PsP- parallel zu PgP und damit OPP,C = UBAC.
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Variante : Wir zeigen wie oben, dass P,P, = PP, ist.

Dann ziehen wir die Parallele zu PsP, durch Pg, d. h. den letzten Teil des
Streckenzuges. lhren Schnittpunkt mit PP, nennen wir P;. Weil auch gleiche Winkel
bei Ps bzw. P, vorliegen, ist dann das Viereck PgPsP,P7 eine achsensymmetrisches

Trapez, insbesondere ist P,P, = P.P, =PP, .
Hieraus folgt P = P, d. h. der Streckenzug geht durch P.

2. Beweismaoglichkeit:  Wir beziehen uns i
auf obige Figur mit den eingetragenen
Winkelgro3en und betrachten hier zun&chst
den Umkreis des Dreiecks PsP4Ps.

Wir werden durch mehrfache Anwendung
des Umfangswinkelsatzes zeigen, dass V180" o
auch P,, Pg und P auf diesem Kreis liegen:

- Uber der Sehne [P3Ps] gilt:
OP,P,P, =B =0OP,P,P;.
Also liegt P, ebenfalls auf diesem
Kreis.

- Das Dreieck PsP4P3 wird durch den Punkt Pg zu einem Viereck PsP4P3Pg
erweitert; in diesem ergénzen sich die gegenuberliegenden Winkel
0OP,P,P, =180° - und OP,P,P, =B zu 180°.

Also liegt auch Pg auf dem Umkreis dieses Dreiecks.

A

- Das Dreieck P,P4P3 wird durch den Punkt P zu einem Viereck P4,P3P,P
erweitert; in diesem ergénzen sich die gegentberliegenden Winkel

0OP,P,P, =a und OP,PP, =180° —a zu 180°.
Also liegt auch P auf dem Umkreis dieses Dreiecks, der auch Umkreis des
Dreiecks PsP4P3 ist.
Deshalb sind OPP,P, und OPP,P, = a gleich gro3e Umfangswinkel tber der Sehne
[PsP]; dies war zu zeigen.
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Aufgabe 3
Beginnend mit 5 werden alle Primzahlen der Grél3e nach durchnummeriert: Die 5
erhalt die Nummer 1, die 7 die Nummer 2, die 11 die Nummer 3 usw.

Zeige, dass jede dieser Primzahlen mehr als dreimal so grof3 wir ihre Nummer ist.
Losungsmaglichkeit 1 (Einteilung in Dreierblocke)

Wir teilen die natirlichen Zahlen = 4 in Dreierblocke ein:
4,5,6, 7,8,9, 10,11, 12,

Der n-te Dreierblock besteht dabei aus den Zahlen 3n+1, 3n+2 und 3n+3 (n=1).
In jedem Dreierblock ist die gréfdte Zahl 3n+3 durch 3 teilbar (und groRer als 3), also
keine Primzahl.

Von den beiden aufeinander folgenden Zahlen 3n+1 und 3n+2 ist genau eine gerade
(und groRRer als 2), also ebenfalls keine Primzahl.

Daher gibt es in jedem Dreierblock hochstens eine Primzahl.

Nun ist jede Primzahl p = 5 in einem der Dreierblocke enthalten.

Falls sich die Primzahl p im n-ten Block befindet, ist also ihre Nummer < n.
Wegen p = 3n+1 oder p = 3n+2 folgt: p > 3n = 3 - Nummer von p.

Dies war zu zeigen.
Loésungsmaglichkeit 2 (Einteilung in Sechsergruppen)

Fur die Primzahlen 5 und 7 stimmt die Behauptung offenbar.

Zur Untersuchung der groR3eren Primzahlen teilen wir die naturlichen Zahlen = 8 in
Sechsergruppen ein.
Zu jedem n = 1 gehore die Sechsergruppe 6n+2, 6n+3, 6n+4, 6n+5, 6n+6, 6N+7.

In jeder dieser Gruppen gibt es héchstens zwei Primzahlen, denn 6n+2, 6n+4 sowie
6n+6 sind durch 2 und 6n+3 ist durch 3 teilbar.

Falls nun (fir ein n = 1) 6n+5 eine Primzahl ist, so gibt es hochstens 2 + 2-(n—-1) = 2n
kleinere Primzahlen =5, namlich die zwei Zahlen 5 und 7 sowie in den n-1
vorangehenden Sechsergruppen jeweils hochstens zwei Zahlen.

Also ist die Nummer der Primzahl 6n+5 hdchstens 2n+1, und es ist 6n+5 > 3-(2n+1).

Falls 6n+7 eine Primzahl ist, so gibt es hochstens 2 + 2-(n-1) + 1 = 2n+1 kleinere
Primzahlen, namlich die zwei Zahlen 5 und 7, in den n—1 vorangehenden
Sechsergruppen jeweils héchstens zwei Zahlen, und moglicherweise die Zahl 6n+5.

Also ist die Nummer der Primzahl 6n+7 hochstens 2n+2, und es ist 6n+7 > 3-(2n+2).

Somit ist die Behauptung fur alle Primzahlen =5 bewiesen.
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Losungsmaglichkeit 3 (indirekter Beweis)

Wir nehmen an, p sei eine Primzahl, die nicht grof3er als das Dreifache ihrer Nummer
ist.

Dann sind in den n-1 Dreiergruppen (4,5,6), (7,8,9), (10,11,12), ..., (3n-2,3n-1,3n) die
ersten n nummerierten Primzahlen enthalten. Nach dem Schubfachprinzip gibt es also
mindestens eine Dreiergruppe, in der mindestens zwei Primzahlen enthalten sind.

Dies ist aber nicht méglich, da die grof3te Zahl jeder Dreiergruppe immer ein echtes
Vielfaches von 3 ist und damit keine Primzahl sein kann. Zusatzlich ist genau eine der
beiden anderen Zahlen jeder Dreiergruppe immer ein echtes Vielfaches von 2 und
damit ebenfalls keine Primzahl.

Dieser Widerspruch zeigt, dass die Annahme falsch ist und somit jede Primzahl mehr
als dreimal so grol3 wie ihre Nummer ist.
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Aufgabe 4

Gegeben ist ein Kreis k; mit dem Mittelpunkt M und ein Punkt Q auf der Kreislinie. Auf
der Halbgeraden [MQ durchlauft der Punkt P alle Lagen, flr die der Kreis k, um P
durch M den Kreis k; schneidet. Wir betrachten die Punkte T; und T, in denen die
gemeinsamen Tangenten der beiden Kreise den Kreis k, berthren.

Welche Bahn beschreiben T1 und T,?

Antwort:

Die gesuchte Bahn ist die senkrechte Gerade s zu MQ durch Q.

Vorbemerkungen:

1. Die gesamte Figur ist achsensymmetrisch zu MQ. Daher liegen auch die
Beruhrpunkte B; und B, bzw. T; und T, der gemeinsamen Tangenten mit k; bzw.
ko achsensymmetrisch zu MQ. Es ist deshalb ausreichend, nur eine gemeinsame
Tangente zu betrachten. Ihre Berthrpunkte mit k; und ko, nennen wir B bzw. T.

2. Ein vollstandiger Beweis erfordert den Nachweis von zwei Behauptungen.
Beh. 1 T liegt auf s.

Beh. 2 Zu jedem Punkt S aus s gibt es einen Punkt P aus [MQ)], so dass
eine gemeinsame Tangente an die beiden Kreise k; und k(P;MP)

existiert, deren Beruhrpunkt mit k(P;I\/I_P) gerade S ist.
3. Zu betrachten sind die Félle:

Fall 1: P liegt innerhalb von k¢, d. h. r, >, >%r1.
Fall 2: P liegt auf k1, d. h. ry =rs.
Fall 3: P liegt aulBerhalb von kq, d. h. ry <r».

Sonderfall: ko berihrtk;in Q,d. h. r, = %rl. Hierist T; =T, =T =Q.

Beweisbeispiel 1 (mit Kongruenzen)

Beweis von Beh. 1:

Wir bezeichnen den Lotfu3punkt von M auf die Gerade PT mit Q’.
Fall 1: Fall 2: Fall 3:

12. LWM 2009-2010 Losungsbeispiele 2. Runde Seite 6 von 8




Die Dreiecke MQT und MQ'T sind nach dem SWS-Satz kongruent, denn:

- Sie besitzen die gemeinsame Seite [MT]:
- Mund T liegen auf dem Kreis k, um P, d. h. Dreieck MPT ist gleichschenklig mit
Basis [MT]. Daraus folgt: OQMT =0OMTQ'.

- B und Q liegen auf dem Kreis k; um M, d.h. MQ =MB.

OTQ'M =0BTQ'= OMBT =90°. Also ist MQ'TB ein Rechteck, d.h. MB=Q'T.
Aus den letzten beiden Gleichheiten folgt: MQ =Q'T .

Also ist: OTQM =0TQ'M =90°. Damit ist bewiesen, dass T auf s liegt.
Beweis von Beh. 2:

Wir betrachten einen beliebigen Punkt S aus s.

Ist S = Q, so wahlen wir P als Mittelpunkt von [MQ], d. h. r, =r§1.
Dann berthren sich k; und k; in Q.

Die Tangenten an k; und k; in Q fallen dann mit s zusammen.

IstS # Q, so liegt S aulR3erhalb von k; und die Punkte MQS bilden ein Dreieck mit
rechtem Winkel bei Q.

Somit ist SQ eine Tangente an k; und es gibt eine zweite Tangente von S an ki, deren
Berthrpunkt mit k; mit B bezeichnet wird.

Wir wahlen nun P als Schnittpunkt der Parallelen zu MB durch S mit der Halbgeraden
[MQ.
Fall 1: Fall 2: Fall 3:

Der Punkt P ist der Mittelpunkt von k», denn:

- P ist wohldefiniert: Da MB nicht parallel zu MQ ist, gilt dies auch fur deren
Parallele durch S; somit existiert ihr Schnittpunkt P mit der Geraden MQ.
Da P bezuglich MB in derselben Halbebene wie S liegt, gilt: P O[MQ.

- S liegt auf dem Kreis um P mit Radius MP:
Da MB parallel zu SP ist, gilt OMSP =[OSMB (Z-Winkel) (1)
Da die Dreiecke MQS und BMS nach dem SWS-Satz kongruent sind
(W} =MB = r, S_Q =SB (Tangentenabschnitte), 0SQM = [OMBS =90°),
gilt: OSMB =[PMS (2)
Aus (1) und (2) folgt: OMSP =OPMS
Das Dreieck MPS ist also gleichschenklig mit Basis [MS], d. h. PM=MS = r,.
- Nach Konstruktion steht BS sowohl senkrecht auf MB als auch auf PS, ist also

gemeinsame Tangente an k; und an k(P;r,), insbesondere ist S Bertuhrpunkt
von BS an k(P;r2) = ko.
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Beweisbeispiel 2 (mit analytischen Beschreibungen)

Wir legen Uber die Figur ein Koordinatensystem, so dass gilt: M(0;0), Q(r1;0).
Damit ergibt sich: P(r;0), B(bx;by) und T(tyty).

Fall 1: Fall 2: Fall 3:

AY L § T{t,
Tl“*tv:' Bllih,)

E.ll.’r., o= |.* Pl :
e

Im Fall 2 ist t, = ry.
Fir die Falle 1 und 3 gilt:

- _ " 5 bx r tx_r2 __EQt )__l]
B=2L[PT = =1 = "2
r, b,) r, [t

Y Y :b, =201,
r2
Da die Tangente BT senkrecht auf dem Radius [PT] steht, gilt fir ihre Steigungen:
1 t,—b
Mg =— e LY== t—b O,,datc#bxundt, # 0.
BT M, t,—b, ‘[q X X Yy
- (t, -b, )3, =—(t, -r,)lt, - )<: t2-b, 0, =-t2+t, b, +r, O, -1, (b,

Es setzt man nun by und by entsprechend | und Il, so erhalt man:

.
> L - e d ot 0 4, O, - O, 41, [ (%)
r.2 r.2
Da PT =t,, gilt nach dem Satz von Pythagoras:
(tx _rz)2 +t32/ =r22 = ti :r22 _(tx _rz)z =r22 _ti +2D]x m2 _r22 =_ti +2|]x m2 (**)
Ersetzt man damit in (*) t2, so erhalt man:
r

—-t2+20, I, + L2-20 O, =-t>+-2 02 -20, [ +t, [0, +r, [T,

r2 2
Addiert man auf beiden Seiten dieser Gleichung t2 und 21, [f, und subtrahiert man

rr—l[ﬂi und t, [1,, so bleibt: t, @, =r, [, - t ,=r, (dar, 2%D}E>O)

2

D. h. T liegt in den Fallen 1-3 auf der Senkrechten s zu MQ durch Q und Beh. 1 ist
gezeigt.

Setzt man nun, um Beh. 2 zu zeigen, t, =r, in (**) ein, so erhalt man

th +r]

th =—rf+2M 0, - r,= 20

D.h. Zu jedem t, R existiert ein r, 2%und damit ein Punkt P aus [MQ.

Daraus folgt: Die gesuchte Bahn ist die Senkrechte zu MQ durch Q.
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