Landeswettbewerb Mathematik
Bayern
Aufgaben und Lésungsbeispiele 2. Runde 2007/2008

Aufgabe 1
In der nebenstehenden Gleichung steht jeder Buchstabe flir eine der ABC
Ziffern 1 bis 9, wobei keine Ziffern mehrfach vorkommt. + DEF

Zeige, dass die Zahl GHI durch 9 teilbar ist, und bestimme ihren GHI

kleinstmoglichen Wert:

Beweis, dass GHI durch 9 teilbar ist:

Vorschlag 1:
Es gilt: A+B+C+D+E+F+G+H+I=1+2+..+9=45
Somitgilt: A+B+C+D+E+F=45-(G+H+1) *)

Fall 1: Bei der Additionsaufgabe findet kein Ubertrag statt.

DannistC+F=1,B+E=HundA+D=0G.
In die Gleichung (*) eingesetzt, erhdlt man: G+H+1=45—- (G +H +1)
= 2(G+H+1)=45
= G+H+I1=225
Da G, H und | ganzzahlig sind, stellt dies einen Widerspruch dar.
Fall 2: Bei der Additionsaufgabe findet genau an einer Stelle ein Ubertrag statt:
1. Mdglichkeit: Der Ubertrag erfolgt von der Einer- auf die Zehnerstelle.
DannistC+F=1+10,B+E=H-1undA+D=0G.
In die Gleichung (*) eingesetzt, erhalt man:
G+H+l+10=45—-(G+H+I)
« 2(G+H+I1)=36
« G+H+1=18
Somit betragt die Quersumme der Zahl GHI 18.
D.h. GHI ist durch 9 teilbar
2. Moglichkeit: Der Ubertrag erfolgt von der Zehner- auf die Hunderterstelle.
DannistC+F=1,B+E=H+10undA+D=G-1.
In die Gleichung (*) eingesetzt, erhalt man:
G+H+1+10-1=45-(G+H+1)
Analog zur 1. Mdglichkeit erhalt man, dass nun ebenfalls die Zahl GHI
die Quersumme 18 hat und damit durch 9 teilbar ist.
Fall 3: Bei der Additionsaufgabe finden zwei Ubertrage statt:

Dann ist

C+F=1+10,B+E+1=H+10,dh.B+E=H+9,undA+D=G-1.

In die Gleichung (*) eingesetzt, erhalt man:
G+H+1+10+9-1=45—-(G+H+)

o 2(G+H+I1)=27

o G+H+1=135

Da G, H und | ganzzahlig sind, stellt dies einen Widerspruch dar.

Es ist nach Aufgabenstellung nicht moglich, dass ein Ubertrag von der Hunderter-
zur Tausenderstelle stattfindet.
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Somit ist die gestellte Additionsaufgabe nur mit genau einem Ubertrag (entweder aus
der Einer- oder aus der Zehnerstelle) I6sbar. Damit ist jeweils GHI durch 9 teilbar.

Vorschlag 2 (unter Verwendung von Gleichung (*) aus Vorschlag 1):
Es qgilt: ABC = 100-A + 10-B + C, DEF =100-D + 10-E + F, GHI = 100-G + 10-H + |

Also: 100-A +100-D +10-B+10-E+C+F=100-G + 10-H + |

e 9A+9D+9B+9E+A+B+C+D+E+F=99G+9H+G+H+I

e 99A+99D-99G+9B+9E-9H=G+H+I-(A+B+C+D+E+F)

Mit Gleichung (*) gilt:
9:(11'A+11.D-11G+B+E-H)=G+H+I1-[45—- (G +H +1)]

= 9(11.A+11D-11.G+B+E-H)=2(G+H+1)-45

Da der Term auf der linken Seite der Gleichung und die Zahl 45 durch 9 teilbar sind,

folgt: 2:(G + H + 1) und damit auch G + H + | sind durch 9 teilbar.

Somit ist die Zahl GHI durch 9 teilbar.

Vorschlag 3:

Zunachst werden die Zahlen ABC, DEF und GHI als Vielfache von 9 mit Rest
dargestellt:

ABC=al +r DEF=b@ +s GHI=c@ +t (@, b,c,r, s, tOIN)
Fur die “Neunerreste” r, sund t gilt zudem: 0<r, s,t<8.

Aus ABC + DEF = GHI folgt damit: @+b)@+r+s=cO+t.

Damit besteht zwischen r, s und t folgender Zusammenhang:

Fall 1: r+s=tfallsr+s<9,

Fall 2: r+s=9+t, fallsr+s>09.

Da der Rest einer nattrlichen Zahl n bei Division durch 9 stets mit dem Rest
Ubereinstimmt, der bei Division der Quersumme von n durch 9 entsteht, gibt es
naturliche Zahlen x, y und z mit:

A+B+C=xO+r, D+E+F=yOQ+s; G+H+I1=z0+t

Da die Summe aller Ziffern den Wert 45 hat, erhalt man damit:
A+B+C+D+E+F+G+H+I=(Xx+y+2)Q+r+s+t=45,

Unter Beachtung der beiden moglichen Félle folgt daraus:

Fall 1: (x +y + )9 + 2[[= 45 Fall 2: (x +y +z +1)9 + 2= 45.

In jedem Fall folgt, dass 2-t durch 9 teilbar ist. Dies ist nur fur t = 0 moglich.
Damit ist gezeigt, dass GHI durch 9 teilbar ist.

Bestimmung des kleinstmdglichen Wertes fir GHI:
Fall 1: G =3, d.h. A= 1 und D = 2 und kein Ubertrag von der Hunderterstelle

Die einzige Belegung der Zehnerstellen ware dann 4 + 5 = 9 ohne Ubertrag
von der Einerstelle.

Dies ist aber nicht moéglich, da jeder Belegung der Einerstellen in C + F = | mit
den verbleibenden Ziffern 6, 7, 8 immer einen Ubertrag auf die Zehnerstelle
zur Folge hatte.

Fall2:G=4,d.h. A=1und D =2 oder A=1und D = 3, d.h. mindestens eine der
Ziffern 2 oder 3 ist bereits auf einer Hunderterstelle vergeben.

Die ersten durch 9 teilbaren Zahlen 405, 414, 423, 432, 441 und 450 scheiden
aus, da sie bereits vergebene Ziffern oder die Ziffern 0 enthalten.

Die nachst groRere Zahl 459 ergibt die gesuchte Lésung: 173 + 286 = 459.
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Aufgabe 2 E

In der Abbildung ist ABCD ein Quadrat, die Strecken
[DE] und [AC] sowie [BD] und [CE] sind jeweils
parallel.

D > C
Bestimme das Verhéaltnis der Flacheninhalte des \ v
y

schraffierten Sterns und des in der Mitte
eingeschlossenen Flnfecks

Losung: A \
y h

Das Verhaltnis der Flacheninhalte der gefarbten
Sternfigur und des in der Mitte eingeschlossenen
Funfecks betragt 5 : 2.

Bezeichnungen:

Wir benennen
- die Lange der Kanten des gegebenen Quadrats ABCD mit a,
- den Schnittpunkt der Diagonalen [AC] und [BD] mit P,
- die Schnittpunkte der Gerade BE mit CA bzw. CD mit Q bzw. R,
- die Schnittpunkte der Gerade AC mit DC bzw. DB mit S bzw. T.

1. Beweismoglichkeit: E

Da ABCD ein Quadrat ist, gilt:
<CPD = 90° und %=ﬁ=%uﬁ.

D S R C
Da aul3erdem [DE] parallel zu [PC] und [CE] parallel zu
[PD] sind, ist Viereck PCED ein Quadrat.
Nach dem Strahlensatz (Zentrum S) gilt: T “
SD:SC =DE:AC=DE:(2[PC)=DE:(2DE)=1:2 (1)
- P
Analog gilt: RC:RD =1:2 (2)
Aus (1) und (2) folgt: R und S dritteln die Strecke [CD],
— o= _==_1-— 1

d.h. DS=SR=RC==[CD==[a 3

3 3 ) A B
Da das Dreieck CED gleichschenklig und rechtwinklig ist, gilt fir die Hohe heg von E
auf CD:h, -%@-%a (4)
Nach (3) und (4) gilt fir den Inhalt A; des Dreiecks RSE:
A, —E[IRSEIh _—Eﬁmﬁm-ﬁmz (5)

Nach dem Strahlensatz (Zentrum T) gilt:
(Hohe hrvon T auf DS) : (Héhe h'y von T auf AB) = DS : AB :%m:a =1:3

Mit h; +h'; =a folgt daraus: h; :%@ und h'; :%@ (6)
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Nach (3) und (6) giIt fur die Inhalte A, der symmetrischen Dreiecke SDT und CRQ:
A, 2[IDSEH1 B%mtﬁm —mz (7)

Da die HOhe hp von P auf AB %m ist, gilt mit (6) fur die Inhalte A; der
symmetrischen Dreiecke PTA und PBQ:
1 — 1 — 1 1 1
Ay = Aper ~ A = S [ABN, ~L[ABh, =LA A-— A A=—@ (8
3 AABT AABP 2 T 2 P 2 4 2 2 8 ( )

Nach (5), (7) und (8) ist der Inhalt der gefarbten Sternfigur

Agen =AL+2IRA, +2[A, —i@%zgi@%z@@?— @’ 9)
12 24 12
Fur den Inhalt Arunteck der eingeschlossenen Funfecksflache gilt:
AFUnfeCk :AACSA_AACRQ_AAPTA —;[C_S% A A ﬁmm_%mz _%mZ _émz

. 5 1
Damit gilt: A.. A .. =|—[@%|:|=@&%|=5:2
g Stern Finfeck (12 j ( 6 j

2. Beweismoglichkeit:

Wir bezeichnen den Flacheninhalt des Dreiecks PQR E
mit @ .

er Zelgen AStern = 10' q) Und AFUnfeck = 4' q)
Daraus folgt: Astern : Arinfeck = (10-®P):(4-P)=5:2
Da ABCD ein Quadrat ist, gilt: + I
- Der Diagonalenschnittpunkt P ist Mittelpunkt der Vi
Diagonalen [AC] und [BD], d.h. PC =PD. TR VS AQ
- Die Diagonalen schneiden sich senkrecht. v
Da nach Vorgabe DE parallel zu AC und CE parallel
zu BD sind, ist Viereck PCED ebenfalls ein Quadrat. P
FUr seinen Diagonalenschnittpunkt M gilt demnach:

-W:W:M_C:W:%ﬁ:%ﬁ:%[ﬁ (1)

- MEOMC A B

Die gesamte Figur ist demnach zu PE achsensymmetrisch.

Da aul3erdem CM [JCB ist, sind PE und BC parallel.

Mit (1) (P_E = %) folgt daraus, dass das Viereck BCEP ein Parallelogramm ist.
Sein Diagonalenschnittpunkt Q ist Symmetriezentrum, d.h. @ :@, @ =@ (2)
In Dreieck EPC sind nach (1) und (2) die Strecke [EQ] und [CM] Seitenhalbierende.
Ihr Schnittpunkt R ist demnach der Schwerpunkt von Dreieck EPC, der bekanntlich
die Seitenhalbierenden im Verhaltnis 2 : 1 teilt: D.h. RE = 2R (3)

Aus (2) und (3) folgt: BQ = QE = QR +RE =3[QR (4)

Da sich der Flacheninhalt eines Dreiecks durch A, =0,5[g[h berechnen lasst,

stehen die Inhalte zweier Dreiecke mit gleicher H6he h im gleichen Verhaltnis wie
ihre Grundlinien g.
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AulRerdem haben zwei Dreiecke, bei denen je zwei Punkte auf einer gemeinsamen
Geraden liegen und die den gleichen dritten Punkt haben, immer die gleiche Hbhe.

Damit gilt:
Aqcr = APQR = P, daQ D[PC] und QP =QC nach (2)
Are = 3Areq= 3P, daQO [BR] und BQ =3[MR nach (4)
Awrer=  2Aqre= 2:®, da RO[QE] und RE =2[QR nach (3)
AR = Awre = @, da MO[PE] und ME =MP nach (1)
und Avpr + Amre = Arep = 2: P
Da PE Symmetrieachse der gesamten Figur ist, gilt:

Astemn = 2'(AAQPB + AAQCR + AAMRE) = 2(3 O+ P+ (D) =10-$ und
AFinfeck = 2'(AAPQR + AAMPR) = 2(CD + CD) =4.-0

3. Beweismoglichkeit: ~. A
o
Legt man das Quadrat ABCD so in ein kartesisches 2a -
Koordinatensystem, dass der Punkt A im Ursprung X
und der Punkt B auf der x-Achse liegt, so haben die '
Punkte A, B, C und die Koordinaten: !
A(0|0), B(a| 0), C(a] a) und D(0| a). : =
Die Geraden AC und BD haben die Gleichungen \
AC:y=xund BD: y = -x+a. X
10
Die Geraden DE bzw. CE sind zu AC bzw. BD a. S R C
parallel, zu diesen jeweils um a nach oben
verschoben. Sie haben demnach die Gleichungen
DE: y = x+a und CE: y = -x+2a. T Q
Fur den Schnittpunkt E gilt: x+a = -x+2a < X = 1a P
Also: E(la | Ea)
2 2 B >
0 A a

Die Gerade AE hat also die Steigung (%a):(%a) =3 und die Gleichung AE: y = 3x.
Fur den Schnittpunkt S von DC und AE gilt: a=3x < X = %a, also S(%a | a).

Fur den Schnittpunkt R von DC und BE gilt aus Symmetriegrinden: R(%a | a).

Fur den Schnittpunkt T von BD und AE gilt: -x+ta = 3X < X :%a, also T(%a | %a).
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Damit erhalt man:

Dreieck/e Grundlinie Zugehorige Hohe | Flacheninhalt
RES %=la hE:Ea—a=1a A, —ia
3 2 2 12
SDT/CRQ SD=CR=1a hy=a-Sa=ta | A,=—a’
3 4 24
"D ' 3 3 2
ABT/ABQ AB=a h'; :Za A, =§a
ABP AB=a h, S A, SE
2 © 4
PTA/QPT A; =As Ay, Z%az
Agern =A, +2[A, +2[A, iEa2+2[-|lEa2+2G¥Ea2— @?
Stern -
12 24 12
FUr den Inhalt Argnreck der eingeschlossenen Funfecksflache gilt:
Actinteck :AACSA_AACRQ_AAPTA ‘;[C_Sﬁ A, - A __ﬁmm_%gz ;@-2:%@-2

Damit gilt: Agern © Arineck = [% ﬁzj ; (% ﬁzj =5:2
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Aufgabe 3

Fur die natirlichen Zahlen a, b und c soll es aulRer 1 keine naturlichen Zahlen geben,
die Teiler von jeder der drei Zahlen ist.

Zeige: Wenn 1 +% =£ gilt, dann ist a+b eine Quadratzahl.
a C

Beweisvorschlag:

Der grol3te gemeinsame Teiler zweier naturlicher Zahlen x und y wird mit ggT(x;y)
bezeichnet.

Die Umformung der Ausgangsgleichung ergibt:

1-}-1:1 . b+a:1 o a+b:a_[b (1)
a b c aldb c c
Ist ggT(a;b) =t, so existieren natirliche Zahlen a; und b; mit
a=aztundb=Db;t (2)
und ggT(as;bs) = 1. 3)
Da nach Voraussetzung ggT(a;b;c) = 1 ist, folgt ggT(t;c) = 1.
Da nach (1) alb _a, b, 1 eine natirliche Zahl ist und ggT(t;c) = 1 ist, folgt:
c

Es gibt nat. Zahlen ay, by, ¢; und ¢, mita; = a,-c; und by =by-cound c =ci-co. (4)
(4) in (3) eingesetzt, ergibt: ggT(ai;b1) = ggT(az-ci;bsc) =1

Daraus folgt: ggT(az;c) = 1 (5) undggT(bzci) =1 (6)

Setzt man (2) und (4) in (1) ein, so erhalt man:
alb a, e, 0, e,

a+b:T - a,t,d+b,[t,d= c . =a, [, d* (7)
: : : ) a, [,
- Teilt man die Gleichung (7) durch b,-t, so erhalt man: +c, =a, .
2
a, e, . . :
Demnach muss —=——= eine natlrliche Zahl sein.
2
Da nach (6) ggT(bz;c1) = 1 ist, muss b, ein Teiler von a; sein. (8).
. . ) . ) b,, _
- Teilt man die Gleichung (7) durch a-t, so erhalt man: c, + =b, .
2
b,[, . - )
Demnach muss —=—= eine natirliche Zahl sein.
a'2
Da nach (5) ggT(az;cz) = 1 ist, muss a; ein Teiler von b, sein. (9)

Aus (8) und (9) folgt: a; = b, (20)

Setzt man (10) in (7) ein, so erhalt man: a+b =a, [&, @* =(a, [1)*.
D. h: a + b ist eine Quadratzahl.
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Aufgabe 4

Zwei Kreise ki und k, mit den Mittelpunkten M; und M, und den Radien r; und r;
(r1<rp<2-r;) berthren sich innen in einem Punkt A.

Die Gerade M;M; schneidet k; und ko auf3er in A noch in B; bzw. B,.

Eine weitere Gerade durch A scheidet k; und k> noch in C, bzw. C;.

Die Senkrechte zu MM, durch C, schneidet M;M> in F.

Zeige: FC, ist genau dann Tangente an ki, wenn F Mittelpunkt von [B1B;] ist.
Beweisvorschlag 1:

Die Bedingung ri<r,<2-r; legt fest, dass die Punkte A, M1, My, B, F und B in dieser
Reihenfolge auf der Geraden AB; liegen. Damit ist bei der Berechnung von
Streckenlangen keine Fallunterscheidung notwendig.

Aufgrund der Vorgaben gilt mit
<M1AC: = o
Aus M,A =M,C, folgt:

<[AC;|_M1 = <)ZM1AC1 = (1)

Aus M,A =M,C, folgt:
<ACLM, = <M1AC, = o (2)
Aus (1) und (2) folgt: A 4 Al .
<C1M1A = <CoMA = 180° - 2-0, ’\ iy o J B, F 2}
Also: <FM;C; = <FM,C;, = 2.a  (3)

Da C; auf dem Thaleskreis k; Uber [AB1] und C, auf dem Thaleskreis k; Gber [AB]
liegt, gilt: <AC1B1 = <AC,B, = 90° 4)

Unter der Voraussetzung, dass FC; Tangente an ki, d.h. <M;C;F = 90° ist, gilt
demnach:
<)ZB]_C;|_F = <[M1C1F - <[M]_C;|_B;|_ = 900 - (900 - OL) =
=  <AC.F =90° - a (Winkelsumme in Dreieck AFC,)
=  <FC;C,=180°-90°- o =90°-a
Damit ist gezeigt, dass AM,FC, gleichschenklig ist; daraus folgt: F_Cl :F_C2 *)
Da <M;C;F = <C,FM; = 90° und (3) allgemein gilt, ist nach dem wsw-Kongruenzsatz:
AM;C1F T AMFCs,.
= W: = MZCZ = r.2
=  BF=r,-r=(2[, -2[}):2=(AB, ~AB,):2
= F ist Mittelpunkt von [B1B].

Ist umgekehrt F der Mittelpunkt von [B1B], so ist
B,F=(2[, -20,):2=r, -1, =(AB, —AB,): 2
Dann ist W: =r +r,-r,=r, =M,C, und M,F =r, —(r2 —rl): r,=M,C,.
Mit (3) folgt aus dem sws-Kongruenzsatz: AM;C:F L AM,FCo.
Also ist <M;CF = <C,FM; = 90° und damit ist FC; Tangente an k;.
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Variante: Nach (*) kann man auch folgendermal3en argumentieren:

<[AC;|_B;|_ = <IACQBQ = 900,

d.h. [1B;B,C,C; ist ein Trapez mit

B.C; parallel zu B,C,, in dem gilt:

FC, =FC,

= Die Hohe hg von F auf [C1C;]
teilt [C1C;] in dessen Mitte M
und ist parallel zu [B;C;] und
[B2C3].

= hgist Mittelparallel in dem
Trapez B1B,C,C;.

= Fist Mittelpunkt von [B1B3].

Beweisvorschlag 2:

Mit F1 bezeichnen wir den Ful3- 4y

punkt der Hohe von C; auf AB;. Ca

o)

Die zentrische Streckung mit
Zentrum A und Streckungsfaktor

1 pildet k, auf ky, C, auf Cy und F
r2

auf F1 ab.

N D
’L My F J By F Bz}

Legt man Uber die Figur ein Koordinatensystem, so dass A der Ursprung ist und B,
auf der x-Achse liegt, so gilt:

Y=

) ) T ) .
Ist x die x-Koordinate von C, und F, so ist -+ [x die x-Koordinate von C; und F; und
r.2

(2 [, +2 l]z): 2 =r, +r, die x-Koordinaten des Mittelpunkts von [B1B;].

Die Gerade C;F ist genau dann Tangente an ki, wenn «<M;C;F = 90°2 das Dreieck
M1FC; also rechtwinklig ist.

Variante 1:

. 2
Genau dann gilt nach dem Kathetensatz: M,C, =M,F, [M,F

r — : :
Da M,C, =r,, MjF, =X -r, und M,F =x —r, sind, bedeutet dies:
r2

2
r? :(r—lD(—rlj[ﬂx—rl):r—lD(Z —rl—ZD(—rID(HlZ.
r2 r2 2
Subtrahiert man zunéchst auf beiden Seiten der Gleichung r,? und multipliziert dann
l]2
r.l
Dies bedeutet, dass F der Mittelpunkt der Strecke [B1B;].

, so erhaltman: 0 =x-r, —r,, also X =r, +r,.
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Variante 2:

Genau dann gilt der Héhensatz: C,F,  =M,F, (F,F

Da M,F, =hy -r, und ﬁ =x-"1x und ClFl2 =r’ —MlFl2 (nach dem Satz von
r

2 r.2

Pythagoras in Dreieck M;F;C;) gilt, bedeutet dies:

2
2 £l _|h £l
rm={—=—&-r | =|=&-r |[[Ix-—[X
' (rz lJ (rz lj[E Iy j
2

2 2 2
r r r r
- r12—1—25<2+2d1—5<—r12 =L - LK - o+ X
r r,

2 r2 rg r2

Grz
r, X

o rn=Xx-r, « X=r+r, = FistMittelpunkt der Strecke [B1B>].

2
r r
- L=l -onx
r.2 r.2

Variante 3:

Genau dann ist das Produkt der Steigungen der Geraden M;C; und FC; gleich -1.
F.C
Ml

[EN

und —ﬁ haben, bedeutet
FF

N

Da die Geraden M;C; und FC;die Steigungen
F.C

FC —
e R Rt

- [C.J =MF, (FF (Hohensatz)

N

dies:

Nach Variante 1 bedeutet dies, dass F der Mittelpunkt von [B1B5] ist.
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