9. Landeswettbewerb Mathematik Bayern

Aufgaben und Lésungsbeispiele 2. Runde 2006/2007

Aufgabe 1
Aus Streichhoélzern wird wie in der T
Abbildung ein (6 X3) — Rechteckgitter

gelegt. Fur die ganze Figur sind 62 + 32
Streichhdlzer notig.

Zeige, dass es beliebig viele (axb) —
Rechteckgitter dieser Art gibt, bei denen
die erforderliche Anzahl von @ —9
Streichhdlzern a2 + b2 betragt.

&
13
BEB
T

LOsung:
Sei u > 1 eine beliebige natirliche Zahl und a = % Wiu+l, b =%m [u-1).

Dann bendtigt man fir das (axb) — Rechteckgitter in der beschriebenen Form a” +b?
Streichhdlzer. Somit gibt es unendlich viele solche Rechteckgitter.

Beweis:

Fur die b +1 Reihen mit waagerechten Streichhdlzern bendtigt man al(b +1) Hoélzer.
Fur die a+1 Spalten mit senkrechten Streichhélzern benétigt man (a+1)[b Hdlzer.
Fur ein (axb) — Rechteckgitter sind demnach (a+1)[b+al(b+1) Ho6lzer erforderlich.
Seien nun fur eine beliebige Zahl u > 1 die Zahlen a und b gegeben durch

a=%ﬁh[ﬂu+1) und b=%ﬁh[ﬂu—1).

Es ist zu zeigen, dass fir jede Wahl von u>1 fiir diese Zahlen an und naturliche
Zahlen sind und dass (a+1) [ +a (b +1) = a® + b qgilt.

Ist u ungerade, so sind u+1 und u-1 gerade, ist u gerade, so sind u+1 und u-1
ungerade. Deshalb sind u-(u+1) und u-(u-1) gerade und daher a und b natirlich.

Aus a=%ﬁ1[ﬂu+1) und b:%mmu—l) folgt a+b=u® und a-b=u.

Somit folgt: (@-b)’=u?=a+b bzw. a®> -2@b +b? =a+b.
Daraus ergibt sich: a?+b? =alb+b+alb+a=(a+1)b+alfo+1).

Dies war zu zeigen.
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Aufgabe 2

Im Sehnenviereck ABCD mit dem
Diagonalenschnittpunkt S gilt
AB =BC =CD sowie AD +AS = AB.

Bestimme die GroRRen der Innenwinkel
des Vierecks.

\S

LOsung:

Die Innenwinkelweiten im Viereck ABCD sind

UBAD =UADC = ; [180°und OCBA =DCB = % [180°.

1. Losungsmoglichkeit:

Wir bezeichnen den Winkel OCAD wie
in der nebenstehenden Zeichnung mit q,
den Winkel ODBA mit (3.

Behauptung:
Das Dreieck SDA ist gleichschenklig.

Beweis der Behauptung:

« [OCAD =0CBD =a, denn beide
Winkel sind Umfangswinkel tber dem
Kreisbogen uber [CD].
(Umfangswinkelsatz).

 [ICBD =0BDC =a, denn diese
beiden Winkel sind Basiswinkel im
gleichschenkligen Dreieck BCD.

« [BDC =0BAC =a, denn beide
Winkel sind Umfangswinkel tber dem
Bogen Uber [BC].
(Umfangswinkelsatz).

« [OBAC =0ACB =a, denn beide Winkel sind Basiswinkel im gleichschenkligen
Dreieck ABC.

« [OACB =0ADB =a, denn beide Winkel sind Umfangswinkel tlber dem Bogen Uber
[AB].

Das Dreieck SDA ist also gleichschenklig, denn die beiden Winkel CJADS und
OSAD sind gleich grof3. Damit ist die Behauptung bewiesen.
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Der Punkt T liege nun auf der Strecke [AB], so dass AT =AD.

Damit sind die beiden Dreiecke SAT und SDA nach dem Kongruenzsatz SWS

kongruent, denn TA = AD, OTAS = OSAD =a und [SA] ist eine gemeinsame Seite.
Somit ist nach der Behauptung auch das Dreieck SAT gleichschenklig mit

AS=STund OSTA =0TAS =a.
Wegen der Voraussetzung AD + AS = AB (Aufgabenstellung), folgt aus AD = AT und

AT +TB = AB auch TB=AS =ST. Somit ist auch das Dreieck BST gleichschenklig.
Dannist OTSB =3, denn OSBT und OTSB sind Basiswinkel im gleichschenkligen

Dreieck BST. Aus der Winkelsumme im Dreieck BDA ergibt sich: 3 =180° -3 [ .
AuBBerdem ist OBTS =180° —a, denn OBTS ist Nebenwinkel von OSTA =a.
Fur die Winkelsumme im gleichschenkligen Dreieck BST ergibt sich nun:
2[B+180° —a = 2[{180° —3 & )+180° —a =540° — 7 [ =180°.

360 =%D.80°und f=180° -3 [& :%EI.SOO.

Also a =

Um die Innenwinkel im Viereck ABCD zu berechnen, fehlt noch ODCA .
Es ist ODCA =3, denn [ODCA und ODBA = sind Umfangswinkel Giber dem

Kreisbogen uber [DA].
Somit sind die GroRen der Innenwinkel im Viereck ABCD:
OBAD =JADC =2 [ :$EL80° und OCBA =0DCB=a +3 :$EL80° .

Variante zum Beweis der Behauptung in der 1. Lésung  smoglichkeit (ohne
Umfangswinkelsatz):

Die Punkte A, B, C, D liegen auf einem i B
gemeinsamen Kreis k. :

- - - . S
Da BC =ABund BC =CD, liegt A auf 9
dem Kreis k; um B vom Radius BC und
D auf dem Kreis k, um C vom Radius

BC.

Bei der Spiegelung der Strecke [BC] an
der Mittelsenkrechten g der Strecke [BC]
ist der Punkt C das Bild des Punktes B
und der Kreis k, das Bild des Kreises k. ”
Der Kreis k ist Fixkreis der Spiegelung. %\ T il

* D %
Somit geht bei dieser Spiegelung der Schnittpunkt A der Kreise k und i(l in den
Schnittpunkt D der Bildkreise k und k; tber. D ist somit der Bildpunkt von A bei dieser

Spiegelung. Damit ist die Strecke [AD] orthogonal zur Spiegelachse g bzw. parallel
zur Strecke [BC].

Daraus folgt: Das Sehnenviereck ABCD ist ein achsensymmetrisches Trapez.
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Da der Schnittpunkt S der Vierecksdiagonalen auf der Spiegelachse liegt, ist g

Symmetrieachse des Dreiecks SDA, dieses ist also achsensymmetrisch und somit

gleichschenklig.

Bezeichnet man den Winkel JCAD wieder mit a, so ergibt sich:

« [HOADB =a, denn OCAD und OADB liegen symmetrisch beztiglich der
Spiegelachse g.

* UACB =a, denn OCAD und OACB sind Wechselwinkel an den Parallelen BC
und AD.

« [BAC =a, denn OACB und OBAC sind Basiswinkel im gleichschenkligen
Dreieck ABC.

Ahnlich folgt aus Symmetriegriinden: JCBD = OBDC =q..

Damit ist die Behauptung aus der 1. Losungsmaoglichkeit bewiesen.
Der Rest des Beweises erfolgt wie in der 1. Losungsmoglichkeit.

2. Losungsmaoglichkeit:

Sei F der Schnittpﬂkt des Kreises

um A mit Radius AS und der
Verlangerung der Strecke [AD]
Uber A hinaus.

Der Winkel OCAD Wird wieder mit
o bezeichnet. Wie im ersten
Lésungsvorschlag oder der
Variante dazu, erkennt man, dass
der Winkel a an den in der
Zeichnung markierten Stellen
vorliegt.

Die Dreiecke BSA und FSD sind
nach dem Kongruenzsatz SWS
kongruent, denn AS =DS,

AB =DA + AS =DA + AF =DF und
der eingeschlossene Winkel ist
beide Male a.

Aus der Kongruenz der Dreiecke BSA und FSA folgt: [JDBA =[ISFA =3.

Es ist auch ODCA =3, denn ODCA und OSBT =[0DBA sind Umfangswinkel tber
dem Kreisbogen tber [DA].

Da das Dreieck SAF gleichschenklig ist, gilt: JASF =SFA =3.

Aus der Winkelsumme im Dreieck DAB ergibt sich: 3 =180° -3 [ .
Aus der Winkelsumme im gleichschenkligen Dreieck SAF ergibt sich:
2[B+180° —a =180° oder a =2I[p.

Durch Einsetzen von a =2[B in =180° -3 [t ergibt sich:

7B =180° oder B:$EL80°. Somitist a =24 =2[180° a =2[[B=%EL80°.
Die Innenwinkel im Viereck ABCD sind also
OBAD = OADC =2 [ :$180° und OCBA =0DCB=a +3 =$EL80° .
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Aufgabe 3

Fiir welche natiirlichen Zahlen n nimmt der groRite gemeinsame Teiler von n?+1 und
(n+3)? seinen maximalen Wert an?

LOsung:

Der grofite gemeinsame Teiler von n® +1 und (n +3)2 nimmt seinen maximalen Wert
50 fur die Zahlen n=50Im+ 7 (m eine beliebige naturliche Zahl) an.

Beweis:

Es wird gezeigt, dass

(1) 50 der maximal mogliche Wert fur den groRten gemeinsamen Teiler von n® +1
und (n+3)? ist;

(2) fir die Zahlen der Form n=50[m+7 der groRRte gemeinsame Teiler von n® +1
und (n+3)* tatsachlich 50 ist;

(3) fur alle nattrlichen Zahlen, die nicht die Form n =50[m+7 haben, dieser grofite
gemeinsame Teiler von 50 verschieden ist.

Zum Beweis von (1):

Sei t ein gemeinsamer Teiler von n? +1 und (n +3)2.

Dann existieren nattrliche Zahlen p und g mit

() th=n”+1

() tg=(n+3)*=n?+6m+9

Subtrahiert man Gleichung (I) von Gleichung (Il), so ergibt sich:

(-1 tlg—-tlp=6[n+8oder 6N :t[ﬂq—p)—B.

Durch Quadrieren dieser Gleichung und Addition von 36 auf beiden Seiten ergibt sich
36n? +1)=1t? ffg—p)* -16 @ g -p)+100.

Aus n® +1=t[p folgt
36mp-t2g-p)° +16 @ {g-p)=100.

Die linke Seite dieser Gleichung ist durch t teilbar, also muss auch 100 durch t teilbar
sein. Der grof3te gemeinsame Teiler ist also ein Teiler von 100.

Fir t = 100 gilt nach Division von 36 [ [p - t* [ﬂq —p)2 +16 [t [ﬂq - p) =100 durch t=100:

36 p-100L{q-p)* +16g-p)=1
Die linke Seite dieser Gleichung ist gerade, die rechte ungerade. Also istt = 100 als
gemeinsamer Teiler von n? +1 und (n +3)2 unmaoglich.
Somit ist der grof3te mogliche gemeinsame Teiler hdchstens 50.

FUrn=7ist n>+1=50, (n +3)2 =100. Der grofite gemeinsame Teiler ist also 50.

Somit kommt 50 als groéf3ter gemeinsamer Teiler wirklich vor und der maximale Wert
fur diesen grof3ten gemeinsamen Teiler ist somit 50. Damit ist (1) beweisen.

9. LWMB 2006/2007 Lésungsbeispiele 2. Runde Seite 5 von 12




Zum Beweis von (2):

Fir n=50Im+7 (m beliebige nattrliche Zahl) ist

(n+3)* = (50 +10)° =2500 [M? +1000 [n +100 und

n2 +1= (50 (n +7)° +1= 2500 [In? +700 [ + 50 .
Beide Zahlen sind durch 50 teilbar, also ist der gréf3te gemeinsame Teiler
mindestens 50. Da er nach dem Beweis von (1) nicht groRer als 50 sein kann, nimmt

er fur alle Zahlen der Form n=50[m + 7 den maximalen Wert 50 an.
Damit ist (2) bewiesen.

Zum Beweis von (3):
Sei n=50Im+ x (m beliebige natirliche Zahl, 0 < x <49).

Dann ist
n2 +1= (50 [n +x)? +1= 2500 [ +100 [ X + x2 +1=100 ({25 (? +m )+ x? +1.

Da 100 [ﬁ25 [M?* +m D() eine Hunderterzahl ist, ist n* +1 nur dann durch 50 teilbar,
wenn x* mit den Ziffern 49 oder 99 endet.

Eine Quadratzahl x* endet aber nur auf 9, wenn x auf 3 oder 7 endet.

Wenn x auf 3 endet, so endet n+3 auf 6 und damit endet auch (n +3)2 auf 6, ist also
sicher nicht durch 50 teilbar. Es muss also x auf 7 enden.

Von den funf verbleibenden Mdglichkeiten fir x, ndmlich 7, 17, 27, 37 und 47, endet
aber nur fir x =7 die Quadratzahl x* auf 49.

Damit ist gezeigt, dass nur fur die Zahlen der Form n=50[m +7 der maximale Wert
50 fiir den groRte gemeinsamen Teiler von n? +1 und (n +3)2 maoglich ist.

Somit ist auch (3) beweisen.

Losungsvariante zum Beweis von (1):

Sei s ein gemeinsamer Teiler von n+3 und n? +1. Dann gibt es natiirliche Zahlen x,
ymit n+3=xI[s und n* +1=y[%. Aus n=x[s -3 folgt durch Einsetzen:
n?+1=(x3-3) +1=x*3?-6X[3+10=y[3.

Daraus ergibt sich:10 = sy - x* 3 +6 [X)

Somit ist s Teiler von 10.

Damit ist jeder gemeinsame Teiler von (n+3)? und n?+1 ein Teiler von 10?=100.

n? +1 kann aber nicht durch 100 teilbar sein, denn dann wére diese Zahl
insbesondere auch durch 4 teilbar. Somit miisste n? bei der Division durch 4 den
Rest 3 haben. Alle Quadratzahlen haben aber bei der Division durch 4 den Rest 0
oder den Rest 1, denn wenn n gerade ist, so ist n? durch 4 teilbar, wenn n=2[m+1

ungerade ist, so ist n® = (2 (i +1)2 =4[in* +4n+1 und lasst also bei der Division
durch 4 den Rest 1.
Somit ist 50 der maximal méglich Teiler von (n +3)2 und n® +1.

Damit ist (1) bewiesen.
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Aufgabe 4

Gegeben ist ein konvexes Viereck
ABCD, das kein Parallelogramm ist.

Fur welche Punkte P im Viereck ABCD
ist die Summe der Flacheninhalte der
Dreiecke ABP und CDP ebenso grof3 wie
die Summe der Flacheninhalte der
Dreiecke DAP und BCP?

Antwort:

Seien M der Mittelpunkt der Diagonalen
[AC], N der Mittelpunkt der Diagonalen
[BD].

Fur alle Punkte P, die im Viereck ABCD
auf der Geraden g durch M und N liegen,
ist die in der Aufgabe geforderte
Eigenschaft erfullt. Fir andere Punkte ist
sie nicht erfullt.

1. Losungsmoglichkeit:
Der Beweis gliedert sich in drei Schritte:

Schritt 1: Die Mittelpunkte M und N von [AC] und [BD] haben die geforderte
Eigenschaft.

Schritt 2: Alle Punkte P, die auf der Geraden g durch M und N im Inneren des
Vierecks ABCD liegen, erflillen die geforderte Eigenschatft.

Schritt 3: Alle Punkte im Inneren des Vierecks ABCD, die nicht auf g liegen, erfiillen
die geforderte Eigenschaft nicht.

Beweis von Schritt 1:

Die Dreiecke ABM und BCM haben den gleichen Flacheninhalt, da sie gleich lange
Grundlinien [AM] und [MC] und eine gemeinsame Hohe (Abstand von B zu AC)
haben.

Die Dreiecke AMD und CDM haben den gleichen Flacheninhalt, da sie gleich lange
Grundlinien [AM] und [MC] und eine gemeinsame Hohe (Abstand von D zu AC)
haben.
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Die Summe der Flacheninhalte der
Dreiecke ABM und CDM ist daher
genauso grof3 wie die Summe der
Flacheninhalte der Dreiecke CDM und
DAM.

Analog ergibt sich, dass die Mitte N der
Diagonalen [BD] ebenfalls die geforderte
Eigenschaft hat.

Beweis von Schritt 2:

Da das vorgegebene Viereck kein
Parallelogramm ist, fallen die
Diagonalenmittelpunkte M und N nicht
zusammen. Somit existiert die Gerade g
durch M und N eindeutig.

Die Gerade g schneidet das Viereck in
zwei gegenuberliegenden Seiten.
Begriindung: Wirde g zwei benachbarte
Seiten in ihrem Inneren schneiden, so
hatte g mit einer Diagonalen keinen
Punkte gemeinsam; dies ist nach der
Festlegung von g nicht méglich.

Wir nehmen ohne Beschrankung der
Allgemeinheit an, dass g [AB] und [CD]
schneidet.

Da M der Mittelpunkt von [AC] ist, hat jede Gerade durch M von A und C den
gleichen Abstand (da = dc).

Da N der Mittelpunkt von [BD] ist, hat jede Gerade durch N von B und D den gleichen
Abstand (dg = dp).

Folglich gilt fur die Geraden g = MN: da = dc und dg = dp.

Also gilt fur jeden Punkt P, der im Inneren von ABCD auf g liegt:
1

[EEN

Fapma = > [PMd, = > [PMId. =Fyppc
1l o= 1l o
FAPMB - E [PM EjB - E [PM mD - FAPMD
Faser T Facor = Fanew T Fapva T Fapve + Facom £ Farme £ Fapwo *)
_ _ 1
= Faem tFacom + (+ Fapma £ Fapuc )+ (+ Fapme £ Fapwo ) = E [H:ABCD

=0 =0
Bemerkung: Liegt P zwischen M und [AB], so gelten in (*) die Vorzeichen - - + +,
liegt P zwischen M und [CD], so gelten in (*) die Vorzeichen + + - -
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Beweis von Schritt 3:
Vorbemerkung:

Zunachst wird gezeigt:
Schneidet — wie 0. B d. A. angenommen werden kann — MN die Seiten [AB] und [CD]
in den Punkten E und F, so kdnnen diese Seiten nicht parallel sein.

Betrachten wir Dreieck ABC:

Da M der Mittelpunkt von [AC] ist,
schneidet die Parallele py zu AB durch M
die Seite [BC] in deren Mittelpunkt.

Betrachten wir Dreieck BCD: .

Da N der Mittelpunkt von [BD] ist,
schneidet die Parallele py zu CD durch N
die Seite [BC] in deren Mittelpunkt.

Die beiden genannten Parallelen py und
pn Schneiden sich als im Mittelpunkt von

[BC]. V.

Da MN weder zu py noch zu py parallel
und M # N ist, kdnnen py und py und damit auch AB und CD nicht parallel sein.

Beweismadglichkeit 1:

Da [MN] LI [EF] ist, folgt (siehe obige Zeichnung):
Die Parallele zu AB durch F schneidet die Parallele zu CD durch E au3erhalb des
Vierecks ABCD. Ihre Schnittpunkte mit [BC] nennen wir H und G.

Damit gilt:
- Ist P ein beliebiger Punkt des Funfecks ABHFD, so schneidet die Parallele zu
AB durch P die Strecke [EF].
- Ist P ein beliebiger Punkt des Funfecks AEGCD, so schneidet die Parallele zu
CD durch P die Strecke [EF].

Also: Durch jeden Punkt P im Viereck ABCD gibt es eine Parallele zu AB und eine
Parallele zu CD; von diesen schneidet mindestens eine [EF] in einem Punkt P’.

Ist nun P ein beliebiger Punkt des
Vierecks ABCD, der nicht auf [EF] liegt.

Nach Obigem kdnnen wir ohne
Beschrankung der Allgemeinheit
annehmen, dass die Parallele zu AB
durch P die Strecke [EF] in P’ schneidet.
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(1) Da PP’ parallel zu AB ist gilt: F,,z =

N

[AB [ti(P; AB) = % [AB [@(P'; AB) = F, 0

(2) Da P’ auf EF liegt, gilt nach Schritt 2: F,,gp +Fepp = % (Frscn

(3) Da PP’ parallel zu AB und AB nicht parallel zu CD ist, ist PP’ nicht parallel zu CD.
Daraus folgt: d(P’;CD) # d(P;CD); also: F,.,» #F

ACDP!

Aus (1) bis (3) folgt:
1

I:AABP + I:ACDP = I:AABP‘ + I:ACDP # I:AABP' + I:ACDP‘ =5 [H:ABCD

2
Beweismdglichkeit 2:

Da AB und CD nicht parallel
sind, scheiden sie sich in
einem Punkt, der mit Z
bezeichnet wird.

Ist P ein Punkt im Viereck
ABCD, der nicht auf [EF] liegt,
so schneidet die Gerade ZP
die Strecke [EF] in einem
Punkt P’.

Damit existiert eine zentrische

Streckung S(Z;m) mit Zentrum .
Z und Streckungsfaktor m £T
(m>0 und m#1), die P auf P’ L
abbildet. e

Die Abstande von P zu AB bzw. CD werden dadurch auf die Abstande von P’ auf AB
bzw. CD abgebildet,

d. h. d(P’;AB) = m-d(P;AB) und d(P’;CD) = m-d(P;AB)

Da P'J[EF], gilt mit Schritt 2:

1 1 — , 1 — ,

E (Frsco = Fasger +Facop = E [AB Ld(P'; AB) +E [CD [d(P';CD) =

luﬁﬁmm(P;ABH%ﬁm [@(P;CD) =

2
m [ﬁ% [AB [el(P; AB) +% [CD Lel(P; CD)) =m |:qFAABP + FACDP) % Fpage +Facop
dam#1

Damit ist gezeigt, dass die geforderte Bedingung fir keinen Punkt des Vierecks, der
nicht auf [EF] liegt, erflllt wird.
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2. Lésungsvorschlag:

Vorbemerkung:
In einem Koordinatensystem ist das Dreieck A(Xa| ya), B(xs| ys) und C(xc| yc)
gegeben. Dann hat das Dreieck ABC den Flacheninhalt

Fuee =5 Hxe =x0) e =y4)= (ke =x4) 1y -, )l

Beweis der Vorbemerkung: A
e e

o C 0 xgxg

Fur die in der neben stehenden
Abbildung dargestellte Lage von
A, B und C ergibt sich, wenn man
die Inhalte der drei aul3eren
Dreiecke vom Rechtecksinhalt YR St e
abzieht:

e

- b4 b X
FAABC = A G B

(XB _XA)[qu _YA)_%[QXB _XA)[qu _YA)_%[QXB _Xc)[qu _YB)_%[QXC _XA)[qu _yA)

Durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen ergibt sich die Behauptung.
Auch fur andere Lagen von A, B und C erhélt man in analoger Weise die obige
Formel.

Zum eigentlichen Beweis: Ay

Es wird ein Koordinatensystem so
gewahlt, dass die Eckpunkte A und B
des Vierecks ABCD die Koordinaten
A(0| 0) und B(1|) haben. Die anderen
Eckpunkte haben die Koordinaten
C(Xcl yc) und D(XDl Yp).

Dann ergibt sich aus der

|
i
i
i
I
|
X |

Vorbemerkung: Al0 ';{
I:ABCD = I:ABC +FAACD
= 13 ~5 00— f-x) Yo 5 X T
#Xe g = B e =5 ke =% )Y =Y )= 3 T
= e +Xe Vo =% [¥e) 0
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Sei nun P(x| y) ein Punkt im Viereck ABCD.
Fir den Flacheninhalt des Dreiecks ABP gilt: F g = % y. (D)

Fur den Flacheninhalt des Dreiecks PCD ergibt sich nach Vorbemerkung:
1
Fapco = E[ﬁ(xc _X) [qu _y)_(XD _X) [qycy)]

= e B Xe =X ¥o ~Xo e +Xo I +X ) (n)

Der Punkt P hat die in der Aufgabenstellung geforderte Eigenschaft, wenn

I:ABCD = 2 |:ﬁFAABP + I:APCD]
Nach (1), (1), (lll) ergibt sich:

%[ﬂ)/c"'xc o =Xp WC)ZZEE%W"'%[QXCQD_XC IV =xp = %Xp We +X%p W"'X@c)}

oder

Yo tXc Wp =Xp e =20y + 21X ¥ -2 Y -2k Ly — 20k, e + 20X, Y + 21X Ly
Umformen und Ausklammern liefert:
thl_xc+XD)W+2[®C_yD)D(ZyC_XCEyD"'XDWC (*)

Fall 1: x. =x, +1
In diesem Fall ist y. #y,, da sonst [AB] und [CD] zwei gleich lange, parallele,

gegenuberliegende Seiten des Vierecks waren. Es lage also ein Parallelogramm vor.
Dies ist nach Aufgabenstellung ausgeschlossen. Somit stellt (*) die Gleichung einer
Ye =X Bp +Xp Ve

Geraden g parallel zur y-Achse dar, denn g: x =
2 |ZQYC _yD)

Fall 2: x. #Xxp +1
In diesem Fall stellt (*) die Gleichung der Geraden g mit
Ye 7 ¥Yc X + Ye =X Bp + X5 Be dar.
1-X. +Xp 2-2[X. +2[X,
In jedem Fall liegen die gesuchten Punkte also auf einer Geraden g.

g y=

Nun wird noch gezeigt, dass auch die Diagonalenmittelpunkte M und N auf dieser
Geraden liegen.

Der Mittelpunkt M von [AC] hat die Koordinaten M()%C

Yo

> |
Einsetzen von M in (*) liefert:
Zml_xc +XD)Gy2_c+2[qyc _YD)%ZVC “Xe e +Xp We +ye Ko —Yp X
=Ye ~Xc Bp +Xp §e, d. h. Mg

Durch Einsetzen von N in (*) zeigt man analog: Ng.

yfj der Mittelpunkt N von

+
[BD] hat die Koordinaten N(l%

Da eine Gerade durch zwei Punkte eindeutig festgelegt ist, ist die in der
Aufgabenstellung geforderte Eigenschaft genau fir alle Punkte P, die im Viereck auf
der Geraden g durch die Mittelpunkte M und N liegen, erfullt.
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