Landeswettbewerb Mathematik

Bayern
Ldsungsbeispiele 1. Runde 2005

Aufgabe 1

Ein Stick Papier wird in 7 oder 10 Stiicke zerschnitten. Nun wird eines der vorhandenen
Stlicke wieder wahlweise in 7 oder 10 Sticke zerschnitten; dieser Vorgang wird
mehrmals wiederholt.

Kann man auf diese Weise 2006 Papierstiicke erhalten?

Beispiel:

Wenn man das erste Stlick Papier in 7 Stlicke zerschneidet, so hat man danach 7
Stlicke Papier. Wenn man jetzt eins davon wieder in 7 Stlicke zerschneidet, so hat man
nach dem zweiten Schneiden insgesamt 13 Stiicke: die sechs alten, die beim zweiten
Schneiden nicht zerschnitten wurden, plus die 7 neuen, die aus dem einen Stiick beim
zweiten Schneiden entstanden sind. Schneidet man nun beim dritten Schneiden eins der
13 in 10 Stiicke, so hat man nach dem dritten Schneiden 9 Stiicke mehr, also insgesamt
22 Stlcke. In dem Diagramm erkennt man, wie viele Stiicke man z.B. nach jedem
Schneiden haben kann. Uber dem Pfeil steht jeweils, in wie viele Stiicke eins der
vorhandenen Stlicke zerschnitten wird.
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Ubersicht:

Eine genauere Ubersicht, wie viele Stiicke nach den ersten Schnitten entstanden sind,
erhalt man, wenn man ein Baumdiagramm zeichnet. Man hat bei jedem Schnitt zwei
Mdoglichkeiten.
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Man erkennt, dass nicht alle Anzahlen von Papiersticken méglich sind. Wenn man sich
die vorkommenden Anzahlen 1, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25,... anschaut, so fallt auf, dass
ab der Zahl 7 aufeinander folgende Zahlen den Abstand 3 haben, genauer dass die
Anzahlen beim Teilen durch 3 den Rest 1 lassen. Diese Beobachtung muss man aber
allgemein beweisen.

Ldsung:
Nein, auf diese Weise kann man niemals 2006 Papierstiicke erhalten.

1. Beweisvorschlag:

Wenn ein Stiick Papier in 7 Stiicke zerschnitten wird, so erhdht sich die Anzahl der
Papierstiicke um 6, wenn eins in 10 Stiicke zerschnitten wird, so erhéht sich die Anzahl
um 9.

Da 6 und 9 beide durch 3 teilbar sind, erhdht sich die Anzahl der Papierstiicke also bei
jedem Schneiden um eine durch 3 teilbare Zahl. Auch nach zweimaligem Schneiden,
dreimaligem Schneiden usw. hat sich die Anzahl insgesamt um eine durch 3 teilbare
Zahl erhoht. Es kann sich bei diesem Vorgehen also die Anzahl ausgehend von einem
Papierstick am Anfang insgesamt nur um eine durch 3 teilbare Anzahl erhéhen.

Man kann also nur Anzahlen erhalten, die um 1 vermindert durch 3 teilbar sind.

Nun ist aber 2006 —1= 2005 nicht durch 3 teilbar, denn die Quersumme von 2005 ist 7.
Also kann man 2006 Papierstiicke niemals erhalten.

2. Beweisvorschlag:

Mit jedem Schneidevorgang werden aus einem Papierstick 7 oder 10 Papierstiicke, mit
jedem einzelnen Schneidevorgang erhoht sich die Gesamtzahl der Papierstiicke also um
6 oder 9. Hat man x Mal in 7 Stiicke geschnitten und y Mal in 10 Stiicke, so kamen also
X Mal 6 Stiicke und y Mal 9 Stiicke dazu. Da am Beginn bereits ein Stiick vorhanden
war, betragt die Anzahl der Stiicke am Ende: 1+ 6x +9y.

Nun kann man 3 ausklammern und erhalt: 1+6x + 9y = 1+ 3 [{2x + 3y).

Das zeigt, dass die Anzahl der erhaltenen Stiicke immer um eins groR3er als eine durch 3
teilbare Zahl ist. Die Zahl 2006 ist aber nicht um 1 gré3er also eine durch 3 teilbar Zahl,
denn 2005 ist nicht durch 3 teilbar. Man kann somit nicht 2006 Papierstiicke erhalten.

8. LWM 2005/2006 Lésungsbeispiele 1. Runde Seite 2 von 15




Aufgabe 2
Wie kann man a berechnen,

: A
wenn y gegeben ist?
B

Losung: a=y:2.

Im Folgenden werden die Endpunkte des Y
gegebenen Durchmessers mit C und D, der M
Schnittpunkt von AM und BD mit E bezeichnet.

Beweis:
Vorbemerkungen:

() Aund B liegen auf einem Kreis um M.
-~ MA =MB « BAM =[MBA =
= OAMB =180° -2 [&

(I B und C liegen auf einem Kreis um M.
= MB=MC - OCBM=[0OMCB =
= OBMC =180° -2

(Il) Aus OAEB =90° folgt: EBA = JABD =90° —a

1. Beweisvorschlag: (Mit Wechselwinkeln)

(1) Nach Voraussetzung ist MA orthogonal zu BD.
Da B auf dem Thaleskreis Giber [CD] liegt, ist CB ebenfalls orthogonal zu BD.
Deshalb ist BC parallel zu MA.

(2) Die Winkel OCBM und OAMB sind Wechselwinkel an den parallelen Geraden CB
und MA, deshalb ist: 3 =0CBM =JAMB.

(3) Zusammen mit (1) und (I1) 9ilt:
OBMC =180° -2[B=180" —2[{180° - 2 &) = 4 [& —-180°.

(4) Aus (2) und (3) folgt: y = OBMC + OAMB = (4 [&1 —180°) +(180° -2 &) = 2 [&x
Somit:a =y: 2.

2. Beweisvorschlag: (Mit dem Satz des Thales)

(1) Zusammen mit (Ill) erhalt man: OMBE = OMBA - OEBA =a —(90° —a) = 2[& - 90°.

(2) Das Dreieck BCD ist rechtwinklig mit dem rechten Winkel bei B, da B auf dem
Thaleskreis Uber [CD] liegt. Mit dem Ergebnis aus (1) folgt daraus:

B=0CBM=90°-OMBE =90° - (2 & —90°) =180° - 2 [&

(3) Zusammen mit (2) und (ll) gilt demnach:
OBMC =180° -2 =180° -2 [{180° -2 [&) = 4 [&x —-180°

(4) Aus (3) und () folgt nun: y=0BMC + OAMB = (4 [& -180°) + (180° - 2 [t1) = 2 [&
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3. Beweisvorschlag: (Mit dem Kongruenzsatz Ssw)
(1) Mit (1) und (Il1) ergibt sich: OMBE = OMBA - JEBA =a —(90° —a) = 2 & - 90°

(2) Die Dreiecke BME und DME sind kongruent nach dem Kongruenzsatz Ssw, denn:
BM =DM, EM =EM und OBEM =[MED =90°.
Daher gilt: ODME = OEMB =180° -90° - OMBE =90° —(2[&r —90°) =180° - 2 [&

(3) Der Winkel EMC ist ein Nebenwinkel des Winkels DME. Daher gilt fir seine GréRRe
y=180° - ODME =180° —(180° -2 [&) =2 [0

4. Beweisvorschlag: (Mit dem Satz Uber Sehnenvierecke):

(1) Aus dem Winkelsummensatz fur das Viereck CMAB folgt mit (I) und (Il):
y=360°-a -(a+B)-B=360°-2[B-2[¢.

(2) Nach Voraussetzung ist der Radius [MA] orthogonal zur Basis [BD] des
gleichschenkligen Dreiecks BMD. Somit ist die Gerade ME die Mittelsenkrechte zur
Basis [BD] und E ist Mittelpunkt der Strecke [BD]. Die beiden Dreiecke AEB und

EDB sind folglich kongruent (EB =ED und EA =EA und JABE =[DEA).
Somitist: OBAD =2[a.

(3) Im Sehnenviereck CDAB ergénzen sich gegeniberliegende Winkel zu 180°
Daraus folgt mit dem Ergebnis aus (2): B =0OMCB =180° -2 [& .

(4) (3) in (1) eingesetzt, ergibt: y=360° -2 [{180° - 2[&) -2t =2 [& .

5. Beweisvorschlag: (Mit dem Satz vom Mittelpunktswinkel)
(1) Der gegebene Kreis ist Fasskreis tiber [DA].

Folglich gilt Mit (Ill) fur den Mittelpunktswinkel

[ODMA =2 [MDBA =2[{90° -a) =180° -2 [&x

(2) Die Winkel DMA und AMC sind Nebenwinkel.
Deshalb folgt aus (1): y=180° - ODMA =180° -(180° - 2 [&) = 2 [0 .

6. Beweisvorschlag: (Mit dem Umfangswinkelsatz):

(1) Die Punkte C und B liegen auf
dem Fasskreis tuiber [AD].
Daraus folgt zusammen mit (I11):
¢ =0DCA =[DBA =90° -a

(2) Das Dreieck CMA ist nach
Voraussetzung gleichschenklig

mit der Basis [BA].
Somitist: OMCA =0OCAM =¢.

(3) Wegen der Winkelsumme im e
Dreieck CMA folgt aus (2)

y=180° - 2[& =180° —2[{90° — o) = 2 [
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Aufgabe 3
Ein Quader mit quadratischer Grundflache ist aus Wirfeln der Kantenlange 1 cm

aufgebaut. Die Anzahl dieser Wiirfel ist so grol3, wie die Anzahl der auf3en liegenden
Warfelflachen.

Welche Kantenlangen kann der Quader haben?

LOsung:

Es gibt genau vier Moglichkeiten fiir einen Quader mit den geforderten Eigenschaften:
1) Lange und Breite 5 cm, Hohe 10 cm.
2) Lange und Breite 6 cm, Hohe 6 cm.
3) Lange und Breite 8 cm, Hohe 4 cm.
4) Lange und Breite 12 cm, Hohe 3 cm.

Beweis:

Im Folgenden wird mit a die Ma3zahl der Seitenlange der Grundflache und mit h die
Mafzahl der Hohe des Quaders bezeichnet. Laut Aufgabenstellung sind fiir a und h nur
ganzzahlige Werte mdaglich.

Fiur den Quader werden insgesamt a® th Wiirfel verwendet.
Die Anzahl der Wirfelflachen, die auRen an der Unterseite und der Oberseite des

Warfels liegen ist jeweils a®, an jeder der vier Seitenwande befinden sich alh
Waurfelflachen. Die Gesamtzahl der auRen liegenden Wiirfelflachen ist also: 2a® + 4ah.

Laut Aufgabenstellung ist nun: a® [h = 2a® + 4ah.

Teilt man diese Gleichung durch a, so ergibt sich ah=2a+4h < ah-4h=hl(a-4)=2a.
2a

Da fur a=4 diese Gleichung zu der falschen Aussage 0=8 fiihrt, muss a# 4und h =

sein.
Durch Umformung erhélt man:
_ 2a _ 2(a—-4)+8 — o4 8

_a—4 a-4 a-4

Da h eine natirliche Zahl ist, muss a - 4 ein Teiler von 8 sein. Dafir gibt es nur die
gesuchten vier Méglichkeiten:

, Anzahl der aul3en
a-4 a h= 2a Anzahl ?er Warfel liegenden Wirfelflachen
a-4 a'f 2a’ +4ah
1 5 10 250 250
2 6 6 216 216
4 8 4 256 256
8 12 3 432 432

Bei allen vier Losungen sind also die Bedingungen der Aufgabe erfllt.
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Variante:

Die Gleichung h = wird wie oben abgeleitet. Durch systematisches Probieren mit

a=>5,6, ..., 12 findet man die vier oben aufgefiihrten ganzzahligen Lésungen dieser
Gleichung.

Nun ist noch zu zeigen, dass fir gro3ere Werte von a keine weiteren ganzzahligen

Lésungen mehr auftreten. Dazu untersucht man den Bruch 4
a_

Wegen 2a>2a-8=2(a—4)istflra >4 der Zahler stets groRer als das Doppelte des

Nenners, der Bruch ist also immer groR3er als 2. Flir a = 12 nimmt er den Wert 3 an.

Mit weiter wachsendem a wird der Wert des Bruchs immer kleiner. Dies kann man

a-4
der folgenden Tabelle mit auf zwei Dezimalen gerundeten Werten entnehmen:

a 12 |13 |14 [ 15|16 |17 |18 |19 |20 |21 |22 |23 |24 |25 | 26

2a
a-4

3,00/2,89|2,80|2,73|2,67|2,62|2,57|2,53|2,50|2,47|2,44|2,42|2,40|2,38|2,36

Der Wert ndhert sich fir wachsende a immer mehr der Zahl 2 an, ohne dass 2 erreicht
werden kann.

Somit sind fir a > 12 keine weiteren ganzzahligen Werte des Bruchs moglich und damit
gibt es fur a > 12 auch keine ganzzahligen Losungen mehr.

2a

Fur einen Beweis, dass der Wert des Bruchs fir wachsende a tatsachlich immer

kleiner wird, muss man zeigen, dass fur Zahlen a, b > 4 aus a < b die Ungleichung

2a 2b
>

a-4 b-4
Aus a < b folgt ndmlich -8a > -8b und somit 2ab-8a > 2ab-8b.

Durch Ausklammern ergibt sich 2a:(b-4) > 2b-(a-4).

Dividiert man diese Ungleichung durch die Zahl (b-4)-(a-4), die fir a, b > 4 positiv ist, so

2a 2b
>

a-4 b-4

folgt.

ergibt sich wie behauptet
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Aufgabe 4

Die Punkte P, Q, R, S sind die Seitenmittelpunkte
eines Parallelogramms. Bestimme den

Anteil der markierten Flache an der Gesamtflache
des Parallelogramms.

LOsung:

Der Flacheninhalt der markierten Flache betragt ein
Funftel des Flacheninhalts der Gesamtflache des Parallelogramms.

VVorbemerkung:

Die vier Eckpunkte des Parallelogramms werden mit A, B, C und D, die vier Eckpunkte
der markierten Flache mit U, V, W und X bezeichnet (vgl. Zeichnung unten).
Da S und Q Seitenmittelpunkte der gegenuberliegenden Seiten eines Parallelogramms

sind, ist SD =BQund SD | BQ Da ein Viereck mit einem Paar von gleich langen und
parallelen gegentberliegenden Seiten ein Parallelogramm ist, ist SBQD ein
Parallelogramm, also SB|| DQ. Analog folgt: AR || PC.

Damit ist gezeigt, dass die schraffierte Figur UVYWX ein Parallelogramm ist.

1. Beweisvorschlag: (Mit Mittelparallelen)

Da P, Q, R und S Seitenmitten sind, betragt
der Flacheninhalt der vier Dreiecke ABS,
BCP, CDQ und DAR jeweils ein Viertel des
Flacheninhalts des grof3en Parallelogramms.
Die Summe der Flacheninhalte dieser vier
Dreiecke ist also so groR3 wie der
Flacheninhalt des groRen Parallelogramms.
Die vier Dreiecke Uberdecken zusammen
das ganze Parallelogramm ABCD, bis auf
die markierte Flache UVWX in der Mitte.
Andererseits Uberlappen sich die vier Dreiecke an den Ecken in den vier Dreiecken
VQC, WRD, XSA, und UPB. Die Uberlappte Flache muss genauso grof3 wie die nicht
Uberdeckte Flache sein, die Summe der Flacheninhalte der vier kleineren Dreiecke ist
folglich ebenso groR wie der Flacheninhalt des markierten Parallelogrammes.

P B

Behauptung: Der Flacheninhalt des Dreiecks VQC betragt ein Zwanzigstel des
Flacheninhalts des grofRen Parallelogrammes.

Beweis der Behauptung:

APBU LCund ARDW, da PB =RD OOUBP = OWDR 0OOBPU = ODRW (Z-Winkel).
FOlgliCh: Fapsu = Farpw. Analog: FAVQC = Faxsa.

Da nach Vorbemerkung VQ || UB und Q die Mitte von [BC] ist, ist [VQ] eine Mittelparallele
im Dreieck UBC. Somit ist 2[Q =UB. Das Dreieck UBC ist also dhnlich zum Dreieck
VQC mit dem Streckungsfaktor 2, es hat somit den Flacheninhalt Fauec = 4-Favoc.
Analog: Favep = 4-Fawrbp.

(Dies kénnte man auch erkennen, wenn man die beiden anderen Mittelparallelen [VT]
und [QT] im Dreieck UBC einzeichnet: Dann wird das Dreieck UBC durch vier kleine
Dreiecke parkettiert, die alle zum Dreieck VQC kongruent sind, so dass Fausc = 4-Favaoc
(siehe obige Zeichnung) folgt.)
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Es gilt: Fapsc = Fapsu + Fausc = Farsu *+ 4-Favoc = Fawrp + 4-Favoc
und  Fagep = Favoc + Favep = Favac + 4-Fawrp

Da Fapec = Fagcp, folgt: Fawrp + 4-Favoc = Favoce + 4-Fawro, folglich: Favoc = Fawro
Also:  Fapsc = Fawrp + 4-Favoc = Favoc + 4-Favoc = 5-Favoce
Mit Fype = = F,oey fOlgE: Fyyoe =~ e = 2 - [F,g oy = — [F

APBC 4 ABCD . AVQC 5 APBC 5 4 ABCD 20 ABCD *

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Da die vier kleinen Dreiecke gleichen Flacheninhalt haben und die Summe der
Flacheninhalte der kleinen Dreiecke so grol ist wie der Flacheninhalt des markierten
Parallelogramms UVWX, betragt der Anteil der markierten Flache an der Gesamtflache
also vier Zwanzigstel oder ein Flnftel.

2. Beweisvorschlag: (Mit Punktspiegelung)

Die Ecken U, V, W, X des
markierten Parallelogramms werden
an den Seitenmitten des gro3en
Parallelogramms ABCD gespiegelt.
Es entsteht eine kreuzférmige Figur
U'UBV'VCW'WDX'XA , deren
Flacheninhalt so grof3 ist wie der
Flacheninhalt des urspringlichen
Parallelogramms, da nach
Konstruktion die markierten Dreiecke
gleich grof3 sind.

Behauptung: Diese Kreuzfigur lasst
sich in 5 kongruente Parallelogramme U

zerlegen, wovon eins das markierte

Parallelogramm ist. Der Anteil der markierten Flache ist also ein Funftel der
Gesamtflache.

Beweis der Behauptung:

(1) Ist V' der Bildpunkt von V bei der Spiegelung an Q, so liegt V' auf der Geraden DQ.
Wegen VQ||UB (s. Vorbemerkung), gilt auch: VV’ || UB.

(2) BV istdas Bild von VC bei der Punktspiegelung an Q, daher ist BV’ || VC.
(3) Aus (1) und (2) ergibt sich, dass UBV'V ein Parallelogramm ist, also BV' =UV .
(4) Mit BV' = VC folgt UV = VC . Analog kann man zeigen: XU=UB .

Aus (3) und (4) ergibt sich, dass das Parallelogramm UBV'V kongruent ist zum
markierten Parallelogramm UVWX.

Analog kann man zeigen, dass auch die Vierecke AU'UX, CW'WV und DX'XW kongruent
zum markierten Parallelogramm sind.

Damit ist gezeigt, dass sich die ,Kreuzfigur” in 5 kongruente Parallelogramme zerlegen
lasst. Die Behauptung ist also bewiesen.
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3. Beweisvorschlag:

Jedes Parallelogramm ist punkt-
symmetrisch bzgl. des Schnittpunktes
seiner Diagonalen.

Bzgl. dieses Punktes sind demnach
punktsymmetrisch
- die Eckpunkte A und C sowie B und D,
- demnach auch die Seitenmittelpunkte
P und R sowie Q und S,
- demnach auch die Strecken
[AR] und [PC] sowie [BS] und [QD],
- demnach auch deren Schnittpunkte
U und W sowie X und V,
- demnach auch die Drei- und Vierecke, die mit gleichem F; (1<i< 4) gekennzeichnet
sind.

Daraus folgt:

- AR||PC und BS||QD, d. h. das Vierecke UVWX ist ein Parallelogramm.

- Die mit gleichem F; (1<i< 4) gekennzeichneten Flachen haben gleichen Flécheninhalt
Fi.

Die Dreiecke ARD, APR, PCR und PBC
- Uberdecken das gegebene Parallelogramm vollstandig und Giberschneidungsfrei,
- haben jeweils den gleichen Flacheninhalte (gleiche Grundlinienldange und H6henlange).

Ihr Flacheninhalt ist demnach%, wobei F der Inhalt des gegebenen Parallelogramms ist.

Analoges gilt fur die Dreiecke ABS, BQS, SQD und QCD.
Demnach ist der Flacheninhalt von

- Parallelogramm APCR: Fpq +Fpper =— + =2[F +F;, (1)

- Parallelogramm BQDS: Fgos +Fygqp ==+ =2[F, +F;, (I

AT AT
AT AT
N|T N T

- Parallelogramm ABCD: F:g+g=2[li’-l+F5 +20F, +F =20F +2[F, + 2[F,, (Il

und F=2[F +2[F, +2[F, +2[F, +F,. (IV)
>y = (V) liefert: F, =20, +2[F,. (V)
Da BA =2[BP und PU || AX, bildet eine zentrische Streckung mit Zentrum B und
Streckungsfaktor 2 das Dreieck PBU auf das Dreieck ABX ist.
Folglich: Faagx = F1 + F3 = 4-Fapgy = 4-F3. = F1 = 3-F3. (VI)
Analog: Fo=3-F4. (VII)

(VI) und (VII) in (1ll) eingesetzt und danach (V) verwendet, liefert:
F=20F, +2[F, +2F, =23, +2BF, +20F, =320, +2F,)+20F, =30F, +2[F, =5[F,

Also: F, = g
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Aufgabe 5
Von vier verschiedenen Primzahlen, die alle gréer als 5 sind, unterscheiden sich die
grofte und die kleinste um weniger als 10.

Zeige, dass die Summe dieser vier Primzahlen durch 60 teilbar ist.

Beispiele:

Die folgenden Beispiele zeigen, dass es unterhalb von 1000 vier solche
~Primzahlvierlinge” gibt, wie sie in der Aufgabe beschrieben werden:

1) 11,13,17,19; Summe 60

2) 101,103,107,109; Summe 420

3) 191,193,197,199; Summe 780

4) 821,823,827,829; Summe 3300
In allen Beispielen ist die Summe durch 60 teilbar. Das muss allgemein bewiesen
werden.

VVorbemerkung:
In den folgenden Beweisvorschlagen wird jeweils der folgende Satz benétigt:

Sind pi1, p2 = p1+2 und p3 = p1+4 drei aufeinander folgende ungerade Zahlen, so ist
genau eine von ihnen durch 3 teilbar.

Beweis:

Ist p1 durch 3 teilbar, so existiert genau ein nON mit p; = 3-n.
Dann sind p2 = 3-n+2 und p3 = 3-n+4 offensichtlich nicht durch 3 teilbar.
Ist p1 nicht durch 3 teilbar, so existiert genau ein nON mit p, =3 *1.

Dann sind
- im +1-Fall p2 = 3-n+3 durch 3 teilbar und ps; = 3-n+5 nicht durch 3 teilbar,
- im -1-Fall p, = 3-n+1 nicht durch 3 teilbar und ps = 3-n+3 durch 3 teilbar.

1. Beweisvorschlag:

Gegeben sei ein Primzahlvierling wie in der Aufgabenstellung beschrieben. Die kleinste
dieser Primzahlen sei p.

Da der Unterschied zwischen der kleinsten und gréf3ten Primzahl weniger als 10 ist und
alle Primzahlen groR3er als 5 sein sollen, missen die vier Primzahlen sich unter den finf
ungeraden Zahlen p, p+2, p+4, p+6, p+8 befinden.

Da — wie in der Vorbemerkung gezeigt — von drei aufeinander folgenden ungeraden
Zahlen genau eine durch 3 teilbar ist, muss dies die mittlere Zahl p+4 sein, andernfalls
gabe es unter den funf Zahlen p, p+2, p+4, p+6, p+8 zwei Zahlen, die durch 3 teilbar
sind.

Unter den funf aufeinander folgenden ungeraden Zahlen p, p+2, p+4, p+6, p+8 muss

genau eine auf 5 enden und damit durch 5 teilbar sein. Wenn dies nicht die Zahl p+4

ware - von der bereits gezeigt wurde, dass sie durch 3 teilbar ist — gébe es héchstens
drei Primzahlen unter diesen funf Zahlen.

Also ist die Zahl p+4 sowohl durch 3 als auch durch 5 teilbar. Die Summe der vier
Primzahlen p, p+2, p+6 und p+8 ist 4-p+16 = 4-(p+4). Dieser Ausdruck ist also durch 4, 3
und 5 teilbar. Da 3, 4 und 5 teilerfremd sind, ist dieser Ausdruck auch durch 3-4-5= 60
teilbar.
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2. Beweisvorschlag:
Voraussetzungen:

(V1) Die Zahlen p1, p2, p3 und p4 sind Primzahlen
(V2) 5<p1<p2<ps<ps
(V3) psa—p1<10

Behauptung:
60 teilt p1 + p2 + ps + pa, d.h. 3, 4 und 5 sind Teiler von p; + p2 + p3 + pa.

Beweis der Behauptung:

Da alle vier Primzahlen gréRer als 5 sind (V2), kommt 5 nicht als Endziffer von einer der
Primzahlen in Frage, denn Zahlen mit Endziffer 5 sind durch 5 teilbar. Da die Differenz
aus der groRten und der kleinsten der vier Primzahlen kleiner als 10 ist (V3), kénnen
nicht zwei der Zahlen die gleiche Endziffer haben. Die Primzahlen kénnen als Endziffern
also nur die Ziffern 1, 3, 7 und 9 haben. Dabei gibt es die folgenden vier Mdglichkeiten
fur die Endziffernviertupel:

Fall 1: (1/3/7/9) Fall 2: (3/7/9/1) Fall 3: (7/9/1/3) Fall 4: (9/1/3/7)

Auf Grund der Vorbemerkung scheiden die Falle 2, 3 und 4 aus, da in diesen drei
aufeinander folgende ungerade Zahlen vorkommen.

Zu untersuchen ist somit ist nur Fall 1: p, = p;+2, p3 = p1+6, ps = p1+8

- Nachweis der Teilbarkeit der Summe durch 5
Die Summe der vier Endziffern ist 1+3+7+9=20. Daher hat p; + p2 + p3 + p4 die
Einerziffer 0 und ist folglich durch 5 teilbar.

- Nachweis der Teilbarkeit der Summe durch 3
Ist p1 = 3-n+1, soist p, = p1+2 = 3-n+1+2 = 3-(n+1) nicht prim. Widerspruch zu (V1)
Somitist: p; = 3:n+2
Die Summe der vier Primzahlen
p1+ P2+ ps+ ps=3-n+t2 + 3:n+4 + 3:n+8 + 3:n+10 = 12:n+24 = 3:(4n+8)
ist in diesem Fall durch 3 teilbar.

- Nachweis der Teilbarkeit der Summe durch 4
p: ist ungerade. Folglich existiert eine nattrliche Zahl n mit p; = 4-n+1 oder p; = 4-n+3.
- Ist pp =4:n+1, so ist die Summe der vier Primzahlen
p1+ P2+ pPs+ Ps=4n+l+4.n+3 +4-n+7 + 4:.n+9 = 16:n+20 = 4.(4-i5)
durch 4 teilbar.
- Istp; =4:n+3, so ist die Summe der vier Primzahlen
p1+ P2+ Pzt ps=4-n+3 +4-n+5 + 4.n+9 + 4.n+11 = 16-n+28 = 4-(4n+7)
durch 4 teilbar.
Zusammenfassung:

Damit ist gezeigt: Wenn die vier Primzahlen p1, p2, ps und p4 die in der Voraussetzung
genannten Eigenschaften haben, dann ist ihre Summe durch 60 teilbar.
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Aufgabe 6

Die Geraden a und b sind parallele Tangenten
an einen Kreis mit Mittelpunkt M.

Der Punkt A liegt auf der Tangente a,

der Punkt B auf der Tangente b.

Beweise:

Die Gerade AB ist genau dann Tangente
an den Kreis, wenn AM senkrecht zu BM ist.

Ldsung:

Zur Lésung muss man zwei Schlussrichtungen beweisen:
(A) Wenn die Gerade AB eine Tangente an den Kreis ist, so ist AM senkrecht zu BM.
(B) Wenn AM senkrecht zu BM ist, so ist die Gerade AB eine Tangente an den Kreis.

Beweisvorschlag fiur die Schlussrichtung (A):

Voraussetzung: Die Gerade AB ist eine
Tangente an den Kreis.

Dann sind die Dreiecke MEB und MBC nach
dem Kongruenzsatz Ssw kongruent. Da

- ME =MC (ME] und [MC] Kreisradien)

- MB=MB

- [OBEM=0OMCB =90° (Kreistangenten)
Somitist: & = B, also: OCBE =21[[3.

Analog ergibt sich: a =y, also ODAC =2Ia.

Die Winkel OODAC und [OCBE sind Wechsel-
winkel an den parallelen Geraden a und b.
Sie erganzen sind demnach zu 180°.
Somitist: 2-a + 28 = 180° = a+ B =90°

Aus der Winkelsumme im Dreieck AMB folgt daher: OBMA =180° —(a +) =90°.

Also ist AM senkrecht zu BM.
Variante fur die Schlussrichtung (A):

Die Winkelgleichheiten & =  und a = y kann man auch so begriinden:
Der Mittelpunkt M ist von den Geraden b und BA gleich weit entfernt, da dieser Abstand
in beiden Fallen der Radius des Kreises ist. Somit liegt M auf der Winkelhalbierenden

von OCBE, d.h. 8 = 3. Analog folgt: a = y.
1. Beweisvorschlag fiir die

Schlussrichtung (B):  (Mit Abbildungen)
Voraussetzung: AM steht senkrecht auf BM.

Die Gerade AM schneidet die Gerade b im
Punkt F. Die Winkel werden wie in der
Zeichnung benannt.

Bei Spiegelung am Kreismittelpunkt M wird die
Tangente a auf die parallele Tangente b abgebildet.

Damit wird A auf F abgebildet und M ist der

Mittelpunkt der Strecke [AF] ist. Folglich ist die

_ {Kommentar [MSOfficel]:
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Gerade BM die Mittelsenkrechte von [AF], denn nach Voraussetzung steht ja BM
senkrecht auf AF.

Damit ist gezeigt, dass das Dreieck AFB gleichschenklig mit der Spitze bei B ist. Somit
gilt fur die Basiswinkel dieses Dreiecks o = €. Aul3erdem ist € =y, denn € und y sind
Wechselwinkel an den parallelen Geraden a und b. Somitist a = y. Die Gerade AM ist
also die Winkelhalbierende des Winkels zwischen den Geraden a und AB. Folglich wird
a bei der Spiegelung an AM auf AB abgebildet, wobei der Kreis bei dieser Spiegelung an
einer Geraden durch den Kreismittelpunkt in sich selbst Uberfuhrt wird. Da a eine
Tangente an den Kreis ist, ist auch das Bild AB von a eine Tangente an den Kreis.

2. Beweisvorschlag fur die Schlussrichtung (B): (Mit Abstandsberechnungen)
Voraussetzung: AM steht senkrecht auf BM.

C ist der FuRBpunkt des Lots von M auf die Gerade
AB und E der FuBpunkt des Lots von M auf die
Tangente b. Es ist dann ME =r, wobei r der
Radius des Kreises ist. Die Gerade AM schneidet
b im Punkt F. Da M auf der Mittelparallelen
zwischen a und b liegt und diese Mittelparallele
alle Querstrecken des Streifens halbiert, gilt:

MA =MF und MB ist daher die Mittelsenkrechte
zu [AF]. Somit ist das Dreieck AFB gleich-

schenklig mit Basis [AF]. Damit sind die Basis- A a
winkel dieses Dreiecks beide gleich:
OMAC =a . Die Dreiecke FEM und CAM sind nach dem Kongruenzsatz WSW also

kongruent. Es folgt MC =ME =r. Somit hat die Gerade AB von M gerade den Abstand r
und sie ist somit eine Tangente an den Kreis.

3. Beweisvorschlag der Schlussrichtung (B): (Mit Winkelberechnungen)
Voraussetzung: AM steht senkrecht auf BM.

Da B aulRerhalb des Kreises liegt, gibt es neben b eine zweite Kreistangente durch B.
Ihren Berihrpunkt mit dem Kreis nennen wir C. Der Radius [MC] ist senkrecht zu BC.
Es soll gezeigt werden, dass unter der Voraussetzung, dass AM senkrecht auf BM steht,
der Punkt A auf dieser Tangente BC liegt.

F ist der Schnittpunkt der Geraden BM mit a, D der FuBpunkt des Lots von M auf a und
E der Ful3punkt des Lots von M auf b.

Da M von b und BC gleich weit entfernt ist, liegt M
auf der Winkelhalbierenden von OCBE, d.h. d = B.
AuRBerdem gilt: OMBE = OMFA =.
(Wechselwinkel an den Parallelen a und b).

Die Winkelsumme im rechtwinkligen Dreieck AFM
liefert: y = 90°-.

Deshalb ist im rechtwinkligen Dreieck BCM:
OBMC =90° -B =Y. Es folgt:

OCMA =[OBMA -OBMC =90° -y =

Die Winkelsumme im rechtwinkligen Dreieck ADM
ergibt ebenfalls: JAMD =90° -y =[3.

Somit sind die Dreiecke ADM und CAM nach dem Kongruenzsatz SWS kongruent.
Es folgt: OCAM =a = OMAD = y,..Aus der Winkelsumme im Dreieck AMC ergibt sich:

OACM=180° —a -B=180° -y—-B =90°.
Somit ist JACB =180° ein gestreckter Winkel und A liegt daher auf der Geraden BC.
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4. Beweisvorschlag: (Mit dem Satz des Pythagoras)

Es wird gezeigt, dass der Mittelpunkt M des b B E

Kreises von der Geraden AB den Abstand r hat.
In diesem Fall beriihrt die Gerade den Kreis,
ist also eine Tangente an diesen Kreis.

Es ist D der FuRpunkt des Lots von M auf a und
E der FuRpunkt des Lots von M auf b. AM
AuRerdem ist BG eine Parallele zu ED durch B,
wobei G auf a zwischen A und D liege, wie wir
aus Symmetriegriinden annehmen kdnnen.

In den rechtwinkligen Dreiecke ADM und MEB

berechnen wir mit dem Satz von Pythagoras: A G D a
Al — ARZ L oAl 2 0.2 _ AN 2, .2
AM =AD +DM =uU”+r° = AM=+U" +r
BM =BE +EM’ =v?+r2 = BM =/v2 +r2

Hierbei ist u=AD und v =BE.

Damit erhalt man den Flacheninhalt F des nach Voraussetzung rechtwinkligen Dreiecks
AMB:

*) F=%DW[W=%B/U2H2 BIVE +r2

Der Flacheninhalt des Dreiecks AMB kann auf eine zweite Weise berechnet werden.
Die Lange der Strecke [AB] ergibt sich im rechtwinkligen Dreieck AEB nach dem Satz
von Pythagoras:

AB’ =AG’ +GB’ =(u-V)? +(2[1)?
Bezeichnet man den Abstand des Punktes M von der Geraden AB mit d, so folgt:

(**) F:%Dﬁ@j:% (U-v)* +(20)°
Der Vergleich von (*) mit (**) und quadrieren ergibt:
(***) (U +r2)Qv2 +r?) =[(u-v)® + 4 %] @°

Einen weiteren Zusammenhang zwischen u, v und r erhalt man Uber die beiden
rechtwinkligen Dreiecke ADM und MEB. Diese Dreiecke sind ahnlich, da sie in allen drei
Winkeln tGbereinstimmen.

Daher gilt: AD:DM=ME:EB < u:r=r:v « r>=uly
Durch Umwandeln von (***) und Einsetzen der letzen Beziehung ergibt sich:
(U +ul) Qv +ul¥) =(u* -2y +v? +4 V) [@*
=  ulVQu+v)® =(u+v)” @°

- ulv=d?
< d2:r2

Die Gerade durch A und B hat somit vom Kreismittelpunkt M den Abstand r und ist daher
Tangente an diesen Kreis. Dies war zu zeigen.
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5. Beweisvorschlag:

Im Folgenden sind

- k der gegebene Kreis, B b
- D der Bertihrpunkt der Tangente a an den Kreis K,

- Mag der Mittelpunkt der Strecke [AB].

Offensichtlich ist MagM in jeder Lage von A und B
die Mittelparallele zwischen den Tangenten a und b;
damit ist: JDAM = OM,;MA (Wechselwinkel). Map M

Es gelten folgende Aquivalenzschliisse:

AB ist Tangente an k.
= AMjag ist Tangente von A an den Kreis k.
= AM ist Winkelhalbierende von ODAM,; . A

= [OMAM,, = ODAM = [OM ,;MA (siehe oben)

~ AAMggM ist gleichschenklig mit M,,A =M, M.

= M liegt auf dem Thaleskreis Uiber [AB], da Mag zusatzlich Mittelpunkt von [AB] ist.
- [OBMA =90°.

o
o

Bemerkung zum Fall: M,, =M = JAMB =180°

Wenn A und B in verschiedenen Halbebenen bzgl. MD liegen, schneidet die Strecke [AB]
die Strecke [DE] und damit auch den Kreis; AB kann also in keinem Fall Tangente sein.

6. Beweisvorschlag:
Im Folgenden wird der aus dem Unterricht bekannte Satz benutzt:

Ein Parallelogramm besitzt genau dann einen Inkreis, wenn es eine Raute ist.

Der Schnittpunkt von AM mit b wird mit A’

der Schmittpunkt von BM mit a mit B’ bezeichnet.

Da M auf der Mittelparallelen von a und b liegt,
halbiert M die Strecken [AA’] und [BB’].

Daher ist das Viereck AB’A’B punktsymmetrisch,
also ein Parallelogramm.

Unter der Voraussetzung, dass AM senkrecht zu
BM ist, also die Diagonalen senkrecht aufeinander
stehen, ist AB’A’'B eine Raute und diese besitzt
einen Inkreis, womit gezeigt ist, dass AB eine
Tangente an den Kreis ist.

Istin einem Parallelogramm AB Tangente an den Kreis,

so ist aufgrund der Symmetrie auch A’B’ Tangente an

den Kreis und das Parallelogramm AB’A’B besitzt

demnach einen Inkeis, womit gezeigt ist, dass es eine Raute ist.

Bei Rauten stehen die Diagonalen senkrecht aufeinander. Also ist AM senkrecht zu BM.
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