6. Landeswettbewerb Mathematik Bayern
2. Runde 2003/04 — Aufgaben und Losungsbeispiele

Aufgabe 1
DiegSeite [AB] eines Dreiecks ABC wird Uber B hinaus bis zum Punkt D rkangert, das#D =n[AB
gilt (nNON O n>1). Die Gerade durch D und den Mittelpunkt M von [BC] schneidet [AC] im Punkt E.
In welchem Verhaltnis teilt E die Strecke [AC]?

Ldsung:

E teilt die Strecke [AC] im VerhaltnidE : EC=n:(n-1).

Beweis:

1. Mdglichkeit (Uber kongruente Dreiecke):

Der Schnittpunkt der Parallelen zu AC durch B mit der Ger
den DE werde mit F bezeichnet.

Die Dreiecke CEM und BFM sind nach dem Kongruenzsatz
WSW kongruent, da

CM=MB,
OCME = OBMF (Scheitelwinkel) und
OECM = OFBM (Wechselwinkel an parallelen Geraden) /B

Daraus folgt:EC = BF .
Mit dem Strahlensatz (Zentrum D) folgt:

AE:EC=AE:BF=AD:BD=AD:(AD -AB)=n[AB:((n-1)[AB)=n:(n-1)

Alternative:

Der Schnittpunkt der Parallelen zu AB durch C mit der Gera-
den DE werde mit G bezeichnet. ~_G c

Die Dreiecke CGM und BDM sind nach dem Kongruenzsatz

WSW kongruent, da E
CM=MB, M
OCMG = [OBMD (Scheitelwinkel) und
[OGCM = DBM (Wechselwinkel an parallelen Geraden)

Daraus folgt:CG =BD. N
Mit dem Strahlensatz (Zentrum E) folgt:

AE:EC=AD:CG=AD:BD=AD:(AD-AB)=n[AB:((n-1)[AB)=n:(n-1)

2. Moglichkeit (Uber Mittelparallele):

Der Schnittpunkt der Parallelen zu AC durch M mit der
Geraden AB werde mit H bezeichnet. Da MH Mittelpa- c
rallele zu AC im Dreieck ABC ist, gilt:

AH = 05[AB undHM = 05[AC

Mit dem Strahlensatz (Zentrum D) und folgt:

AE = (AD : HD) [HM = (AD : (AD - AH)) [D5[AC =

= (N[AB : (n[AB - 05[AB)) (D5[AC = (n: (2n -1)) [AC

"™

e

=n:(n-1)

Damit erhalt man:
n:2n-1)AC _ n

AE:EC=AE:(AC-AE) = - =
@l-n:2n-D))AC 2n-1-n
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Aufgabe 2

Auf einem Platz soll aus lauter gleichen Wirfeln ein Denkmal gebaut werslést.din massiver quader-
formiger Block geplant, der auf seiner quadratischen Grundflache stean@ahl der Wirfel, die der Luft
ausgesetzt sind, ist halb so gro3 wie die Anzahl aller Wiirfel.

Aus wie vielen Wirfeln kann das Denkmal bestehen?

Ldsung:

Das Denkmal kann aug? [9 = 576 oder 72 50 = 2450 Wiirfeln be-
stehen.

Beweis:

Es sei a die Lange und Breite, h die Hohe des Blocks. Dann gibt es
insgesam®@? [h Wiirfel.

Der Luft ausgesetzt sina® Wiirfel der obersten Schicht und zusétzlich
auf jeder der vier Seiten (a-1)(h-1) Wiirfel, also zusammen

a? + 4@-1)(h-1) Warfel.

Gemal Angabe soll genau die Halfte aller Wirfel der Luft ausgesetzt a
sein, also: a
(*) a2 [h=20{? + 4@-1)(h-1)).
_,m2
Lost man (*) nun nach h auf, so erhalt metn.zi(a—z)
a - —&+8

Da h eine natiirliche Zahl sein muss und der ZaBfer 2)? nicht negativ werden kann, muss der Nenner

a’-&a+8

D positiv sein und

(2) ein Teiler des Zahlers sein.

Zunachst untersuchen wir Bedingung (1): a’-8&+8>0

Quadratische Ergadnzung ergibt: @-42*>8

Da a eine natirliche Zahl sein muss und a = 1 hier offensichtlich keine Lésuotyisdaraus:
a-4>3,alsoa=7.

Bemerkung 1:
Diese untere Grenze fiir a erhalt man auch durch eine anschauliche lhmgrieg

In der obersten Schicht sind ahé Wiirfel der Luft ausgesetzt, in den darunter liegenden h-1 Schichten
sind von allena® Wiirfeln jeweils (@—2)? Wirfel verdeckt und nicht der Luft ausgesetzt. Damit insge-

samt Gleichgewicht zwischen Randwirfeln und inneren Wirfeln besteht, mistmunteren h — 1
Schichten jeweils mehr Wirfel innen als au3en liegen, sonst kann die Gmdhistet, in der ja alle
Wirfel auf3en liegen, nicht ausgeglichen werden.

2
Dies bedeutet, es muga—2)? >a? sein.

Durch Umformung ergibt sich daraa$ - 8a+8>0 und somit wiedera>7.

Nun untersuchen wir Bedingung (2):
Der groRte Teiler vorR@—-2)? ist 2(@a—-2)? selbst; hier ergibt sich h = 1, was offensichtlich kein sinnvolles

_2)2

Ergebnis ist. Auch der nachste Teiler va@-2)?, namlich%aT = (a—2)?liefert kein brauchbares

Ergebnis, denm? - 8a+8= (a—2)? ist &quivalent zu a = 1.
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2@-2)2

Der nachst kleinere Teiler voB(@—-2)? ist . Der Nennera? - & +8kann also héchstens so groR

—_2)\2 _ 52
sein Wi(&%, d.h. a? - ga+g< 287"
Umformung dieser Gleichung fuhrt auf a’?-16a+16<0.
Mit quadratischer Ergdnzung erhalt man: (@-8)? <48

Da a eine naturliche Zahl sein muss, folgt daraus: a-8<6, alsoa<14
(und -a+8<6, alsoa= 2, wegen Bedingung (1) ist aber sowiesn 7).

Die beiden Bedingungen (1) und (2) haben also eine untere und eine obere Schraekgdiien:
7<a<l4.

Die Ergebnisse fur die moglichen Werte von a sind in der folgenden Tabsenmengestellt:

a 7 8 9 10 11 12 13 14
2@-2)*?
h:—z( ) 50 9 9_8:5£'3 3_2:4ﬂ @:33_9 2_5:3£ 2i2:3§ 7_2:33
a‘--&+8 17 17| 7 7| 41 411 7 71 73 73| 23 23
Y
Nurfira=7unda=8idt= 22(a 2) eine naturliche Zahl.
a‘-8&+

Somit erhalten wir zwei mogliche Losungen:
l. a =7 und h =50, als®® (50 = 2450 Wiirfel oder

Il. a=8und h=9, als®? @ =576 Wirfel.

Bemerkung 2:

Statt der Untersuchung von Bedingung (2) kann man auch sofort fir die ersteigenldgerte von a die
entsprechenden Werte von h berechnen und erhalt wieder obige Tabelle. Diésumgjen, namlicha =7
und a = 8, lassen sich dann direkt ablesen. Die Existenz weiterer ljageazaosungen fur a und h kann
ausgeschlossen werden, da sich

fir a > 14 stets Werte von h ergeben, die grof3er als 2, aber kleiner als 3esiind Felgenden allgemein
nachgewiesen wird:

Der Nennera® — 8a+ € des Bruchs ist fiim= 7 groRer als 0. Deshalb ist bei der Umformung der folgenden

Bruchungleichungen keine Fallunterscheidung erforderlich. (Die Zusatzbediag 7 wird nicht bei jeder
Umformung genannt.)

2@-2)2 _ 2a°-8a+ 8

h=— . >2 -~ 2 - 8ar 8 24— 16a 16 8a 8 >a
a”-8+8 a“—8at+ 8

2 _
h=22 "8 8 5 o#_gar & 34— 248 24 O ’a 16a 16 <p-3°8 4 - ¥
a’-8a+ 8

Die jeweils letzten Ungleichungen sind fir alle a > 14 erfiitk&nn also fir a > 14 keine weiteren ganz-
zahligen Loésungen fur h geben.

Bemerkung 3:

Da a =1 und h =1 hier keine sinnvollen Losungen liefern, kann man Gleichung (*) auch umgarme
__anh-2
S @-)h-y
Auch a = 2 und h = 2 kann sofort ausgeschlossen werdera, IIFUJl{3;4;5;...} sind (a-1) und a sowie (h-2)
und (h-1) als direkt aufeinander folgende Zahlen teilerfremd. Daher maiyd édler von (h-2) und (h-1)

Teiler vona?® sein. Im der folgenden Tabelle sind alle Méglichkeiten dargesteller8rhein Produkt von
zwei Faktoren zu zerlegen:
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(h-2) a2 Losung des Gleichungssystems.osungen fur die Anzahl a
@-1 h-1) ergibt : Waurfeln des Denkmals:

1 8 a=8,h=9 576

2 4 a=4+2y30N keine

4 2 a=4%+100N keine

8 1 a=7,h=50 2450

(oder a =1, bereits ausgeschlos-
sen)

Wieder ergeben sich dieselben Losungen wie oben.

Aufgabe 3
Von einem Viereck ABCD ist bekannt, dass es sowohl einen Inkreagsieliseinen Umkreis besitzt.

Wie kann man aus den drei Eckpunkten A, B und C eines solchen Viereckslskisidigle Viereck kon-
struieren?

LOsung:
Durch die Lage der Punkte A, B und C sind die Seitenl&dngen a und b sowie der Vgegetben.
Aus der Angabe weil3 man:

(1) Das Viereck ABCD hat einen Umkreis. Dieser kann durch die dgelbgmen Eckpunkte sofort als
Umkreis des Dreiecks ABC rekonstruiert werden. ABCD ist also Selerenlt d.h. die Summe der
Innenwinkelweiten gegenuberliegender Winkel betragt jeweils 180°:

(la) a+y=18C¢ und (1b)p+0=18C
(2) Ferner hat das Viereck ABCD einen Inkreis. ABCD ist also Tangentexakied.h. die Summen der

Langen jeweils zweier gegeniberliegender Seiten sind gleich:zab++ d. Umgekehrt gilt auch: Wenn

fur ein Viereck a + ¢ = b + d gilt, dann ist es ein Tangentenviereck.

Daraus ergeben sich verschiedene Moglichkeiten, den fehlenden PunkoBsawieren. Bei der Durchfiih-
rung werden Grundkonstruktionen wie die Konstruktion von Winkelhalbierendem, [Esieskreisbdgen,
Tangenten von einem Punkt an einen Kreis etc. sowie die Konstruktion desitsn des Dreiecks ABC
bendtigt. Thre Durchfiihrung ist aus dem Unterricht bekannt und wird daher im Folgéctutettetailliert
dargestellt.

Insbesondere wird bei den folgenden Konstruktionsmdglichkeiten die Lage desisén bereits als be-
kannt vorausgesetzt.

1. Mdglichkeit (mit Konstruktion des Inkreises):

Konstruktionsidee: Planfigur:

Zunachst wird der Inkreismittelpunkt | des Vierecks
ABCD, ein Punkt F auf der Inkreislinie und damit der In-
kreis konstruiert.

Der Punkt D ist dann der Schnittpunkt des Umkreises mit
der von AB verschiedenen Tangente von A an den Inkreis.

Voruberlegung:

Da der Inkreismittelpunkt | der Schnittpunkt der Winkel-
halbierenden im Viereck ABCD ist, gilt mét= OAIC fur A
die Winkelsumme im Viereck ABCI:

1 1
—0+B+-y+e=360.
2 P 2y

L1 1 1 1
Mit —a+=y==(a+y)=—-[180C = 90 nach (1a) folgt:
S0ty 2( y) 5 (1a) folg

90°+B+£=360, alsoe =270 -3.
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Da die Winkelweite bekannt ist und ein 270°-Winkel konstruierbar ist, kann aukbnstruiert werden.

Konstruktion:
Mit Hilfe von ¢ kann der Inkreismittelpunkt | konstruiert werden.

| liegt stets auf der Winkelhalbierenden des Winlfels

Falls B >90° und damite <18 ist, liegen | und B auf verschiedenen Seiten der Sehne [AC] (diesestFall i
in der Planfigur dargestellt). Hier liegt | noch auf dem Fasskreisbogen CAléb8ehne [AC] zum Winkel
der Weitee =270 -j3.

Falls B <90° und damite >18( ist, liegen B und | auf der gleichen Seite der Sehne [AC]. Hier liegt | noch
auf dem Fasskreisbogen AC Uber der Sehne [AC] zum Winkel der B6te-€ =90° +[3.

Falls B =90° und damite =18C ist, ist | der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden Wuind der Strecke
[AC], die in diesem Fall ein Durchmesser des Umkreises ist.

Da sowohl die Winkelhalbierende des WinkBlsls auch die entsprechenden Fasskreisbégen unter Ver-

wendung der Punkte A, B und C eindeutig konstruierbar sind, ist die Konstrdkgdnkreismittelpunktes |
moglich und eindeutig.

Gemal Konstruktion von | it AB ausgeschlossen. Daher kann immer das Lot von | auf AB konstruiert
werden, womit sich eindeutig der Lotful3punkt F, der InkreisragisisF und somit der Inkreis ergeben.

AnschlieRend kann eindeutig die von AB verschiedene Tangente von A an den Inkreisewmgerden.
Ihr Schnittpunkt mit dem Umbkreis des Dreiecks ABC ist der gesuchte Punkt D

Statt mittels Grundkonstruktion kann die Tangente auch wie folgt eindeuisgri®rt werden:

Man zeichnet den Kreis um A mit dem Raditsg . Sein Schnittpunkt mit dem Inkreis werde mit G bezeich-

net. Da AF Tangente von A an den Inkreis ist W@ = AF gemal Konstruktion, ist auch die Gerade AG
Tangente von A an den Inkreis. Sie schneidet den Umkreis (aufRer im Punkt A) noshidcimeye Eckpunkt
D.

Entsprechend lasst sich D auch mit Hilfe der Tangente von C an den kikidastig konstruieren.

Bemerkung:
D erhalt man aus dem Inkreismittelpunkt auch ohne explizite Konstruléminlreises:
Da der Inkreismittelpunkt | der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden daesks ABCD ist, hat man mit

seiner Konstruktion auch die Wink% = [0OBAI und 5 =[ICB konstruiert. Tragt mal% an[Al und % an

[Cl in entgegengesetzte Richtung von B an, so schneiden sich die freien SchiesiéeWinkel auf der
Umkreislinie eindeutig im gesuchten Punkt D.

Vorbemerkung zur 2. und 3. Méglichkeit (jeweils ohne Konstruktion desriiges):
Hier wird als Eigenschaft (2) die Gleichheit der Summen gegenidpantier Seitenlangen verwendet, also

a + c =b + d. Fir die Konstruktionen bendtigt man aber jeweils Differenzereiteml&ngen. Daher wird
ohne Beschrankung der Allgemeinheit & angenommen. Dann ist a =I®. Ferner gilt: a—b =d —c.

Zunachst zum Sonderfall a = b:

Hier ist auch ¢ = d, d.h. man erhalt den fehlenden Punkt D als Schnittpunkittgésevikrechten von [AC]
(gleichzeitig Winkelhalbierende vdd) mit dem Umkreis des Dreiecks ABC.

Dieser Punkt existiert und ist eindeutig, also ist das Viereck AB@&keatig konstruiert.
Im Folgenden wird nur noch der Fall a — b > 0 betrachtet.
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2. Moglichkeit:
Konstruktionsidee: Planfigur:
Zunachst wird mittels eines Hilfsdreiecks ein
Hilfspunkt S konstruiert, so dagsS=a-b und
DO[AS.

Voruberlegung:

Da ABCD Tangentenviereck ist, gilt
(2)a+c=b+d,alsod=a-b+c.

Mit AS=a-b folgt:
SD=AD-AS=d-(a-b)=a-b+c-a+b=c

Das Dreieck SCD ist somit gleichschenklig mit
Spitze D.

Fur seine Basiswinkel gilt:
180°- o

¢:=0CSD=0DCS=

Da ABCD auch Sehnenviereck ist, folgt mit (1b):
_P
¢ 5
Sein Nebenwinkeb := DASChat damit die Weites =180 - =18C %

Wegen3 =180°-5<18Cist 0 =18C° % >18C —% =90°; oist also groRter Winkel im Dreieck ACS.

Da 0 =180 % , ACund AS=a-b aus den vorgegebenen Punkten A,B und C konstruierbar sind@nd

im Dreieck ACS dem grof3ten Winkel gegentberliegt, also grofite Seite ist, ist das Dreieck ACS &mdeu
konstruierbar (SsW).

Konstruktion:

Zunachst wird in einer Hilfskonstruktion das Dreieck ACS konstruiertgsiniberlegung) und an die
gegebene Strecke [AC] so Ubertragen, dass S und B auf verschiedeneb&sgitgich AC liegen. An-
schlieBend zeichnet man die Halbgerade [AS ein; sie schneidet den Utelar€isciecks ABC (aul3er in A)
eindeutig im gesuchten Punkt D.

Bemerkung:

Der Punkt S lasst sich auch ohne eigenes Hilfsdreieck konstruierererManinn als Schnittpunkt des

Kreises um A mit Radius a — b mit dem Fasskreisbogen tber [AC] zum Wink&8C B , der bezuglich

2
AC auf der anderen Seite als B liegt.

(Wie man leicht zeigen kann, ist der Mittelpunkt dieses Fasskreisbdg&der Bogenmittelpunkt des Bo-
gens AC.)

Dieser Schnittpunkt existiert und ist eindeutig.
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3. Mdglichkeit:
Konstruktionsidee: Planfigur:

Der Punkt D ist konstruiert, wenn fur das Teildreieck ACD des Vier-
ecks ABCD gilt:

1. D liegt auf dem Umkreis des Dreiecks ABC
2. AD-CD=d-c=a-b
Dies wird in drei Schritten erreicht:

() Im ersten Schritt wird ein Teildreieck AC'D' konstruiert, bei dem
der Punkt D' auf dem Umkreis von Dreieck ABC liegjt=d und

AD'-C'D'=a-b gilt.

(1) Im zweiten Schritt wird daraus das Dreieck AC"D" konstruiert, fu ANa-b' a B
dasd"=06'=6, AD"-C"D"=a- bund AC" = AC qilt.

(1N Im dritten Schritt wird das Dreieck AC"D" durch eine Drehung um A so aldgeébilass der Punkt C"
auf den Punkt C fallt.

Das Bild des Punktes D" ist dann der gesuchte Punkt D.

Konstruktion:

() Man wahlt D' fest, aber beliebig so auf dem Bogen CA des UmkreisssABa> a-b = d- c erfillt

ist. Dies ist mdglich, da d > d — ¢ > 0 ist nach Voraussetzung. Man zeichhsowie CD'. Der Winkel
AD'C hat dann die gleiche Wei wie der gesuchte Winkel ADC der Weite(Satz vom Umfang-
winkel Gber der Sehne AC).

Der Kreis um A mit dem Radius a — b = d — ¢ schneidet [AD’] eindeutig im Punkuifeh Die Beach-
tung der Bedingun@\D' > a-b =d-c ist die Existenz von E' sichergestellt.
Der Kreis um D' mit dem Radiu3'E' schneidet die Halbgerade [D'C eindeutig in C'.
Das Dreieck AC'D' hat somit die gewtinschte Winkelweite bei D' und diiegecSeitenlangendifferenz
AD'-C'D'=a-b.
(i) Der Kreis um A mit dem RadiuAC schneidet die von E' ausgehende Halbgerade durch C' eindeutig in
c".
Die Parallele zu C'D' durch C" schneidet AD' eindeutig in D".
Die beiden Winkel AD'C und AD"C" haben die gleiche Weéite 8" (Stufenwinkel an Parallelen).

Der 2. Strahlensatz von E' aus garantiert welgdd = C'D' auchE'D"' =C"'D"".

Vom Dreieck AC"D" weil3 man damit, dass es zwei Seitenl&ngen hat,ldignsia — b unterscheiden,
daAD"-C"D"= (AE'+ E'D")- C"D"= AE'= a I (nach Konstruktion). Ferner gilt nach Konstruk-
tion: 8"=8'=8 und AC''=AC .

(Il1) Das Dreieck AC"D" wird um den Punkt A so gedreht, dass C" auf €bdtgt wird. Nach der Umkeh-
rung des Satzes vom Umfangwinkel wird dabei der Punkt D" auf einen Punkt desiséskbgebildet.
Dieser Punkt heil3e D. Diese Abbildung ist eindeutig.

Da die Drehung langentreu ist, hat die Strecke [AD] dieselbe Lange wigeigeS[AD"] und [CD]
dieselbe Lange wie [C"D"]. Die beiden Dreiecke AC"D" und ACId giaher kongruent nach Kon-
gruenzsatz SSS. Somit unterscheiden sich die Langen der Seiten [AD] ynebgZitalls um a — b.

Folglich ist das Viereck ABCD ein Tangentenviereck (Umkehrung dee&aom Tangentenviereck)
und D der gesuchte Viereckspunkt. Samtliche Konstruktionen sind mdglich undtiegjnekso ist das
Viereck ABCD eindeutig konstruiert.
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Aufgabe 4
Das Produkt der ersten n PrimzahB50. [y, wird als Produkt zweier nattrlicher Zahlen a und b ge-
schrieben. Die aup,, folgende nachstgroRere Primzahl pgj; .

Zeige: Wenn a + b kleiner al,, ist, so ist a + b eine Primzahl.

Ldsung:

Zunachst ein Beispiel zur Erlauterung der Aufgabenstellung:

Sei n = 4. Die ersten vier Primzahlen sind 2, 3, 5 und 7. Das Produkt i&[@ISsl 7 = 210. Die fuinfte
Primzahlpg = p,,,, ist 11 undpZ = p3,, =121.

Eine mogliche Zerlegung von 210 in ein Produkt ist 21@4A. Dann ist aber 1 + 210 = 211 > 121; man
muss 211 daher nicht weiter untersuchen, denn die Voraussetzung £, ist nicht erfillt.

Eine andere mdgliche Zerlegung von 210 in ein Produkt ist 21015.14ier ist 14 + 15 =29 <121, die
Voraussetzun@+ b< nfﬂ ist erfullt. Nach Aufgabenstellung musste also 29 eine Primzahl sasrijavauch
der Fall ist.

Die anderen moglichen Zerlegungen von 210 in ein ProdUktsind in der folgenden Tabelle erfasst — man
erkennt, dass die Summe-d immer eine Primzahl ist.

210 = 2105 210 = 80 210 =®2 210 =130 210 = @35 210 =1@1
2+105=107| 3+70=73| 5+42=47| 7+30=37] 6+35=41]10+21=31
ist Primzahl | ist Primzahl| ist Primzahl | ist Primzahl| ist Primzahl | ist Primzahl

Nun aber zum eigentlichen Beweis:

Das Produk?[(BCBL1.[0p, der ersten n Primzahlen werde als Procaild geschrieben, wobei+ b< (£, ;.

Wir missen zeigen, dass-& eine Primzahl ist. Dazu beweisen wir, dass jede Primzahl q, die viaile
a + b ist, gleich a + b sein muss. a + b hat damit keine echten Teiler sowchisPrimzahl.

Vorbemerkung:

Eine Primzahlp < p,, teilt entwedes oderb, aber keinesfalls beide Zahlen a undienn:

Als Teiler von2[BIBL. [y, ist a entweder 1 oder selbst ein Produkt von Primzahlen, die alle untesden e
ten n Primzahlen 2, 3, .p,, vorkommen. Der andere Faktor b ist dann aufgrund der Eindeutigkeit der Prim-
faktordarstellung das Produkt der Gbrigen Primzahlempjslie in a nicht vorkommen. Somit kommt

p< p, in der Primfaktordarstellung von a oder b vor, teilt also eine der beiden Zakddhaper nicht a
undb, denn sonst miisstéguchalb teilen, was wiederum aufgrund der Primfaktordarstellung

alb= 2001373]..0p ausgeschlossen ist.

Behauptung:

Wenn g eine Primzahl ist, die a + b teilt, dannistqg=a + b.

Beweis:

1. Fall: g<p,

Nach der Vorbemerkung teilt dann g eine der beiden Zahlen a oder b, aberidieht\igde z.B. a teilen,
so teilt es b nicht. Dann kann aber g nicht a + b teilen. Denn andernfalls waudie ¢ + b) — a = b teilen.
Also ist g < p, unmoglich, wenn q ein Teiler von a -gb.

2. Fall: g>p,

atb _a+b
<
q pn+1
. atb . . o a+b . :
misste—— auch wieder einen Primteiler r haben. Wefjgn—— <p,,; muss r zwischen 2 ungl, lie-

gen. Nacﬂ der Vorbemerkung teilt dann r entweder a oder b, aber nicht beidie FAllel teilt rjedenfalls

: o . - +
Dann istq = p,,; . Somit ist <P, . daja nach Voraussetzuiagr b < pZ,,. Wéare a+h

>1, so

nicht a + b. Damit kann r erst recht nicht den Teﬁgrl) von a + b teilen. Somit kann n&lLb =1 sein.
q q

Es ergibt sich also a + b = q. Wenn a +i§ 5, hat a + b also keine echten Teiler und ist Primzahl.
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