5. Landeswettbewerb Mathematik Bayern
2. Runde 2002/03- Aufgaben und Losungsbeispiele

Aufgabe 1
Welche nattrlichen Zahlen lassen sich nicht als Summe aufeinatgkarder natirlicher Zahlen schreiben?

Ldsung

Die Menge der gesuchten Zahlen{ist= 2" | mOIN,} .

Beweis:
Jede natrliche Zahl n lasst sich eindeutig zerlegen in"fX=nfit mOIN, und ungeadem xJIN.

1. Fal:x>1
In diesem Fall gibt es eine natlrliche Zahmit x =2x; +1. Wegenx =2x; +1=x, + (x1+ 1) ist die unge-
rade Zahl x immer als Summe von zwei aufeinander folgenden Zahlenl@arstelir m = 0 ist n = x also
auch als Summe von zwei aufeinander folgenden Zahlen dlaastel
Betrachten wir nun den Einfluss des Fakt3tsfir m{1, 2,3, ...}:
m=Lln=R=4x+2=0-1)+x%+(+1)+(x+2)
Mm=2n=H=8x+4 =(x—-3)+X%—-2)+x-1)+x+X+1)+Xx+2)+(x+3)+(x+4)
usw.
In beiden Féllen ist n als Summe vafi** aufeinander folgenden ganzen Zahlen darstellbar.
2m

Damit ergibt sich fir beliebigemOIN : n= Z (% +1)

i=—2""+1
Bemerkung:
Im Falle x, < 2™ -1 beginnt die Summe mit einem Summandgr-2" + 1< 0.

Da der groRte Summand x 2" > [x; — 2"+10ist, gibt es zu jedem negativen Summanden einetiyeos
Summanden mit gleichem Betrag, so dass sich diese beiden dann aufheben.

ZB.12=2B=-2-H 0 % 2 3 4 5 3 4
Somit ist jede Zahl, die mindestens einen Primfakt®drhat, als Summe aufeinanderfolgender Zahlen dar-
stellbar.

2.Fall: x=1,alson=2 (MO IN,)
Annahme:n=x, +...+ (X, +d)

Xo+d d+1
- ZmZZi:T[on+xo+d)

i:XO

2™t =(d+D){2x% + d

Diese beiden Faktoren (d+1) u(1ﬂx0 + d) des rechten Terms sind nie gleichzeitig gerade, kbnnen also nie
gleichzeitig Potenzen von Zwei sein.

O Widerspruch zur Annahme!

0 n=2" kann nicht als Summe aufeinander folgender Zahlen geschrieben werden.
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Aufgabe 2

In einer Ebene sind drei verschiedene Geraden, die nicht alle parallel sirednestrecke der Lange s ge-
geben.

Welche Kreise schneiden auf jeder der dreis@em eine Strecke der Lange s aus?
LOsung:

Vorluberlegung

Es wird zunéchst bewiesen, dass ein Kreis radli& r und Mittelpunkt M genau dann gleich lange Strecken
auf zwei Geraden g und h ausschneidet, wenn der Abstand des Punktes M von den beideriiGzeide
stimmt.

Beweis T ":

Voraussetzung:
Der Punkt M habe von den Geraden g und h den Abstand d.

Behauptung:
Die von dem Kreis um M mit Radius r (r > d) auf den Geraden g
und h ausgeschnittenen &ken[PP] und[SS] sind gleich lang.

Beweis:
Die Dreiecke PQM und S'MR sind nach SsW kongruent, da sie in den Seitenl&mged sowie dem der
langeren SeiteMP] bzw.[MS'] gegentberliegenden rechten Winkel Uberemmsgn.

Da[PQ und[RS] gleich lang sind, gilt dies auch fur die doppelt so langen Str¢eJrund[SS].
Beweis 0 ":

Voraussetzung:
Die Punkte P, P', S und S' liegen auf einem Kreis um M und die StrigRpond[SS] sind gleich lang.

Behauptung:
Der Kreismittelpunkt M hat von den beiden Geraden den gleichen Abstand.

Beweis:
Die Dreiecke PP'M und SS'M sind nach SSS kongruent, da sie in allen teaiéd®wjen Ubereinstimen.

Der Abstand des Punktes M von den beiden Geraden ist die H6he in den gleicigehérdecken PP'M

und SS'M beziglich der BasgP] bzw.[SS]. In kongruenten Dreiecken sind die Hohen einander entspre-
chender Siégen gleich lang.

1. Fall: Die Geraden g @, & gehen alle durch einen Punkt P.

Der Kreis k (M = P;r —%s) ist in diesem Fall die einzige L6sung.

Begriindung
Der PunktP ist der einzige Punkt, der von allen drei Geraden den glei-

chen Abstand hat. Der Kreis um P mit Rad%us schneidet aus jeder

dieser Geraden einen Durchsser der Lange s aus.

2. Fall: g, parallel @, g5 nicht parallel g, .

3
Die Mittelpunkte der gesuchten Kreise liegen einerseits auf d&r /—NB

Mittelparallelen m der Geradey und g,, andereseits auf

den Winkelhalbierenden des Geradenpagesy;) . Die Mit- / '
telparallele m und die Winkelhalbierenden des Gengalgres m
(91.95) schneiden sich in den Punkten M und M'. Diese Punk-\ w /
te haben von den drei Geraden den gleichen Abstand. Deshajb D

gehen auch die Winkelhalbierenden des Geradenpaares
(91,9;) durch diese Punkte M und M.
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Das Lot von M auf die Gerade lgat den LotfuBpunkt P. Der Kreis um P mit Rad%dss schneidet die Ge-

rade g in den Punkten A und B. Diese Strecke hat die Lange s. Der Kreis um M durch Alstdieebei-
den anderen Geraden in den Punkten C und D bzw. E und F. Nach den Voruberlegungen sindrdie drei St
cken[AB], [CD] und[EF gleich lang.

Die Konstruktion des gesuchten Kreises um M' verlaudiogn

3. Fall: Die drei Geraden bilden ein Dreieck;P.Ps.

Es gibt vier LOsungen: eine zum Inkreis und je eine zu den
drei mdlichen Ankreisen.

Der Inkreismittelpunkt M des DreiecksHBP; hat von den
drei Geradery,,g, und g den gléchen Abstand.

Zeichnet man um einen der LotfuRpuskieispietweise
um P, einen Kreis mit Radiu%'-;s, so schn@let dieser

Kreis die Geradeign den Pukten A und B. Der Kreis um g
M durch diese Schnittpunkte schneidet aus allen drei Geral
den eine Strecke der Lange s aus.

Das nebenstehende Bild zeigt die Losung fur eineq:
der drei Ankreise.
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Aufgabe 3
Ein(iJ Folge naturlicher Zahlen beginnt mit einer zweistelligen Zahlwigienach folgender Vorschrift fort-
gesetzt:
Man subtrahiert eine einstellige natirliche Zahl ungleich 0 und setetwbeslie Differenz, usw.
Beispiel: 17 — 5 =12, die nachste Zahl heif3t 512;
512 — 8 = 504, die dritte Zahl heil3t 8504, USW.

Fur welche Startzahlen kann in einer solchen Folge eine neunstelipmiZ tauter verschiedenen Ziffern
ungleich 0 vorkommen?

VorlUberlegungen
Die Bildungsvorschrift fur die Zahlenfolge lasst sich wie folgealgisch darstellen.

Sei z eine Zahl der Folge und e die einstellige Zahl, die man subtrahiert. DAnhdiéeiuf z folgende Zahl
z-e+ e110 . Dabei ist n die Anzahl der Stellen von z — e.
Esgiltz-e+ el =z &10- e £ Eé 16 ) Da e[{10' - 1) sicher durch 9 teilbar ist, erhalt man

bei der Division von z una — e+ €110 durch 9 jeweils den glehen Rest.

Alle Glieder einer solchen Folge haben demnach den gleichen Rest baridiemiurch 9.

Eine neunstellige Zahl mit lauter verschiedenen Ziffern ungleich 0 h@uaisumme 45 und ist deshalb
durch 9 teilbar. Demnach muss die Startzahl notwendigerweise eine dulbiar@ téahl sein.

1. LOsung

Welche durch 9 teilbaren zweistelligen Startzahlen fihren nun durch niedgfaowenden der Vorschrift
(V): Man subtrahiert eine einstellige natirliche Zahl ungleich 0 und setzt dieskevDifferenz zu einer
neunstelligen Zahl mit lauter verschiedenen Ziffern ungleich 0?

Dazu gehen wir von einer neunstelligen Zagd; & g @ @ & & ; mit lauter verschiedenen Ziffer un-

gleich 0 aus und konstruieren riickwarts die Startzahl. Durch die Scheeskeye;a;, g, g @ @ & ;wird

die neunstellige Zahl mit der Einerziffer, der Zehnerziffer ausw. dargstellt.
Die Konstruktionsvorschrift (V*) fur die nachste Zahl beim Rickwabisiaen lautet:

Man streicht die fihrende Ziffer und addiert diese zur verbleibenden Zahl.

Aus 838 % 3 3 § @ & ;Wird 338,333 3 8 g ¢ daraus;; 333 33 & & (usw.

Dieses Verfahren kann man durch die Summenbildung mit den Zahierder angegebenen Form so lange
fortsetzen, wie kein Ubertrag eine der vorne zu streichenden Zdfevarandert hat. In diesen Fallen ist das
Verfahren (V*) umkehrbar

Da die Zifferna; alle verschieden und ungleich 0 sind, ist die Suragh¢ a; + ... +a; mindestens
28(=1+2+3+4+5+6+7)und hochstens42 (=3+4+5+6+7+8+09).

Bei der mehrfachen Anwendung von (V*) kann hichstens dann ein Ubertrag von der Zehiiemderter-
stelle auftreten, wenn die Ziffex, den Wert 7, 8 oder 9 hat. Wemg < 6 ist, kann das Verfahren (V*) sie-

benmal durchgefiihrt werden, ohne dass es zu einem Ubertrag von der Zehkiemderterstelle kommt.
Diesen Fall betrachten wir zunachst.

1. Fall Es seia, <6.

Fuhrt man das Verfahren (V*) ausgehend von einer neunstelligen Zahl teitVauschiedenen Ziffern un-
gleich Osiebenmaldurch, so erhalt man die zweistellige Zahl
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a,a+ a+ g+ g+ g+ g @ & 108 @A 4554 £a +45 |
Setzt man flrader Reihenach 1;2;3;4:;5; 6, so erhélt man die Zahlen54 ;63 ; 72 ;81 ; 90 ; 99.

2. Fall: a, sei 7, 8 oder 9, wobei der Fadl; = 90 a, = 8 zunachst ausgeschlossen wird.

Fuhrt man den Prozess (V*pusgehend von einer neunstelligen Zahl mit lauter verschiedenen Ziffern un-
gleich 0—sechsmaldurch, so erhalt man die dreistellige Zahl

Z=apat gt g+ a3+ g+t g F 10Qa
Setzt man fua, nacheinander die Zahlen 7, 8 und 9, sowieaf{inacheinander die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8 und 9 ein, wobei aber die fay verwendete Zahl ausgelassen und gegebenenfalls zusatz#ch ist,
so erhalt man folgende Zahlen

a,=7 207, 306, 405, 504, 603, 702, —, 900 und 999

Diese Zahlen fuhren bei Anwendung von (V*) direkt bzw. tber 89908 -, 9 stets zur Zahl 9.
a, =8 216, 315, 414, 513, 612, 711, 810, —, az-% 9 wird spater behandelt.)

Diese Zahlen fuhren bei Anwendung von (V*) stets zur Zahl 18.

a,=9 225, 324, 423, 522, 621, 720, 819, 918
Diese Zahlen fuhren bei Anwendung von (V*) immer zur Zahl 27.

168 fa 455a s;a rfa +45 P9

3.Fall: a;=904&,= €
In diesem Fall gibt es sogar einen Ubertrag von der HundeueTausenderstelle. Wir miissen deshalb das
Verfahren bereits nach fuinffacher Anwendung von (V*) abbrechen.

Es entsteht die Zahl

+

g & 100Q0a 10ga 1pa a -45-asz ay a

1008 999.

Z=%3+ 3+ g+ at
=45+ 9993 + 99a+ 9a=
Setzt man fura, die noch verfugbaren Zahlen 1 bis 7 ein, so entstehen die Zahlen 2007, 3006, 4005, 5004,
6003, 7002 und 8001, die bei Anwendung von (V*) immer direkt zur Zahl 9 fihren.

Zusammenfassung:

In keinem der Falle erhalt man, ausgehend von den einer neunstelligen Zabtexuelschiedenen Ziffern
durch mehrfaches Anwenden von (V*), die Zahlen 36 und 45. Fir alle anderen durchr@rielbaistelli-
gen Startzahlen kann durch mehrmaliges Anwenden von (V) jeweils einealbgmaahl mit lauter ver-
schiedenen Ziffern ungleich 0 erreichen.

Die folgende Tabelle zeigt jeweils ein Beispiel fir jede deagaten Startzahlen.

123456789 234567891 345678912 456789123 567891234 678912345 789123456 8912345671
23456790 34567893 45678913 56789127 67891239 78912351 89123463 91234573
3456792 4567899 5678919 6789132 7891245 8912358 9123471 1234584
456795 567900 678924 789138 891252 912366 123480 234585
56799 67905 78930 89145 91260 12375 23481 34587
6804 7911 8937 9153 1269 2376 3483 4590

810 918 945 162 270 378 486 594

18 27 54 63 72 81 90 99

Von unten nach oben gelesen, erhéalt man die Zahlenfolge von der zweistelligeathSrarr neunstelligen

Zahl mit neun verschiedenen Ziffern ungleich 0.
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2. Lésung

Zunachst wird untersucht, wie sich die Quersumme einer Zahl bei Anwendungrdehit (V): Man sub-
trahiert eine einstellige nattrliche Zahl e ungleich 0 und setzt dmsdie Differenz &ndert.

Dazu werden folgende Félle, die bei der Subtraktion der&atiftreten kdnnen, untersucht.

1. Fall: Es kommt zu keinem Zehneribergang.

Hier bleibt dieQuersummeoffensichtlichgleich, denn die letzte Ziffer verringert sich um die Zahtliese
wird aber als neue Ziffer vor der Zahl wieder zur Quersumme dazugezahlt

2. Fall: Es kommt zu einem Zehneriibergang, ohne dass sich die Hunderterziffer a&ndert
D.h:a=a,..aa3a OW- ea,..aa3a -e=ea,..a,a,a =a Hiergilfir die Ziffern der
neuen Zahla; =10+a, —e und &, = a, —1. Dabei ista, > 1, andernfalls wirrde sich die Hunderterstelle
andern. DieQuersummeder Zahlerhoht sich also unlO-e-1+e=9.

3. Fall: Es kommt es zu einem Zehnerlibergang, bei dem sich auch die Hunderterziffer andert
jedoch die Tausenderziffer gleich bleibt.

Dies ist offensichtlich nur der Fall, wersg, =0 und a, =1 gilt.

a=a,..aaa O0W- ea..a,3a-e=ea,..a,a,a,a =a Hiergiltfir die Ziffern der neu-
en Zahl:a; =10+a, —e unda, =9, daa, =0 und &, = a, —1. Dabei ista, > 1, andernfalls misste

sich die Tausenderstelle &ndern, was hier ausgeschlossen ist.
Die Quersummeder Zahlerhéht sich also unlO-e+9-1+e= 18.

WeitereFalle (Anderung auch der Tausenderziffer) konnen in dem Verfahren von einer Higeistgahl
zu einer neunstelligen Zahl mit lauter verschiedenen Ziffern undgdemitht auftreten. Dies kann wie folgt
begrindet werden: Aus jeder dreistellige Zah] & 1) wird mit dem Verfahren sicherlich spatestens nach 7

Schritten eine neunstellige Zahl. (In einem Schritt 280 [ ™ _ 793 konnte die Stellenzahl zunachst
noch gleich bleiben). Nach sieben Schritten kann aber in der Summe ma&x®wl63 von der Zahl, die

aus den letzten drei Zifferrag > 1) gebildet wird, abgezogen worden sein. Dies reicht sicher nicht aus, um
in einem der Schritte einen Tausenderlibergang zu bewirken.

Nun folgt die eigentliche Untersuchung der notwendi@Qerersummenerhthung

Eine neunstellige Zahl mit lauter verschiedenen Ziffern ungleich 0 h@uaisumme 45 und ist deshalb

durch 9 teilbar. Da sich die Quersumme ausgehend von der Startzahl nur um 9 oder 18 arimjmeiigk

sen auch die moglichen zweistelligen Startzahlen durch 9 teilbar seitieFftartzahlen kommen also nur

18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81, 90 und 99 in Frage. Alle diese Zahlen au3er 99 haben die Quersumme 9. Bei
diesen Zahlen muss also bei der mehrfachen Anwendung des Verfahrens@Qugdiemme um insge-

samt 36 erhohtwerden. Dies ist nur moglich durchdaliges Reduzieren der Zehnerziffer (2. Fall: Quer-
summe+9) bzw. 2maliges Reduzieren der ZehnerzifféB( und einmaliges Uberschreiten von Zehner

und gleichzeitig auch der Hunderterziffer (3. Fall: Quersurnh@.

Es wird nun gezeigt, dag® und 36 nicht als Startzahlerin Frage kommen.

Bei derStartzahl 45 muss viermal die Zehnerziffer reduziert werden, damit die Quersumnreeddhe

wird. Dann ist aber die Zehnerstelle 0, was nicht mit den Bedingungen dehZigeginbar ist.

Bei derStartzahl 36 wird nach dreimaligem Reduzieren der Zehnerziffer auch beim viertediendunder-
terziffer Gberschritten, was es nicht ermdglicht, 4 mal die Quersunmm9 zu erhéhen.

Fir die anderen mdglichen Startzahlen findet man z.B. die in der Tabellésogid-1 angegebenen Verfah-
rensschritte, die zu neunstelligen Zahlen mit lauter verschiederfem4ihgleich 0 fuhren.

18, 27, 54, 63, 72, 81, 90, 8thd also alle Zahlen, die die geforderte Eigenschaft besitzen.
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Aufgabe 4
In einem Dreieck ABC gilt fur das Verhaltnis der Seitenlangen ac:3:4:5.

Zeige, dass der Punkt B, der Umkreismittelpunkt U und der Inkreismittelpuinkidantwinkliges Dreieck
bilden.

VorlUberlegungen

Wenn fir ein Dreieck ABC gilta: b:c=3:4:5, dann ist es nach der Unmigeldes Satzes von Pythago-
ras ein rechtwinkliges Dreieck und der rechte Winkel hat den Scieitel

Der Umkreismittelpunkt im rechtwinkligen Dreieck ist der Mittunkt des Thaleskreises Uber der Hypote-
nuse. Fir diesen Punkt U gilt dah&t]AB und AU = UB.

Der Inkreismittelpunkt | eines Dreiecks ist der Sdipuibkt der Winkelhalbierenden. Deshalb hat der Winkel
IBU die Weite%B.

Wenn es im Dreieck UBI einen rechten Winkel gibt,
dann kann B nicht der Scheiteksies rechten Winkels

sein, da <90° und daher erst recb]étB <90°.

C
Der rechte Winkel im Dreieck UBI kann auch nicht den ‘
Scheitel U haben, denn dann lage | auf der Mittelsenk-

rechten vorjAB] und zugleich auf der Winkelhalbieren- !

den von Winkel ACB, das Dreieck ABC ware dann b
gleichschenkligrechtwinklig. Dies ist aber auf Grund der B
gegebenen Seitenlangen des Dreiecks ABC nicht der 2
Fall. A U

Demnach kann das Dreieck UBWenn Gberhauptden
rechten Winkel nur beim Scheitel | haben.

Bestimmung des Inkreisradiugp : c

Wegen der Voraussetzunga:b:c=3:4:5gibtes eine
Streckenlange u, fur die gilt:

a=3u, b=4u, c=5u.

Da U der Mittelpunkt vofAB] ist, gilt:

mzﬁzgzz,m

Das Viereck FIEC ist ein Rechteck, denn die Beriihrrgdigrund[IE] sind orthogonal zu den SeitphC]
und[BC] und der Winkel ACB ist nach Vorasetzung ein rechter Winkel. Da die Berihrradien gleich lang
sind, hat das Rechteck benachbarte Seiten gleicher pamge ist daher sogar ein Quadrat.

Folglich gilt: CF= CE=p.

Die StreckerjBG] und[BE] sind Tangentenabschnitte von B aus an den Inkreis und daher gleich lang:
BG = BE.

5. LWMB 2002/2003 — 2. Runde Lésungsbeispiel Seite 7



WegenBE = BC- CE= 3u-p folgt darausBG = 3u—-p.

UG=BU-BG
Somit gilt: UG=2,5u- (3u-p |
UG =p-0,5u

Andererseits sind aud¢AF] und[AG] Tangentenabschnitte von A aus an den Inkreis und daher:
AF =AG =4u- p.

UG =AG- AU
Damit erhalt manUG = 4u-p - 2,5L

UG =1,5u-p

Aus den beiden Darstellungen vaiG folgt sofort p=u und daraudJG = 0,5u, BG = 2u.

1. LOsung

Das rechtwinklige Dreieck UGI hat die Kathetenléngﬁ =0,5uund Gl =u, das rechtwinklige Dieck
GBI hat die Kathetenlange@! = u und BG = 2u. Diese beiden Dreiecke sind also ahnlich. In ahnlichen

Dreiecken haben gleichliegende Winkel die gleiche Weite. Dahel giltG = [JIBG = g

Deshalb gilt: 1UIB = OUIG + 0GIB = §+ élaou%@:go".

Dies war zu zeigen.

2. Losung

Im rechtwinkligen Dreieck UGI gilt mit dem Satz von Pythagoras:

UI"=UG” +GI” =(0,5u} + * = 1,250

Im rechtwinkligen Dreieck GBI erhalt man entsprechend:
BI°=BG +Gl =(2u) + 1? = 57,

Zusammenfassen fuhrt auf:

Ul +BI~ =6,251% = (2,5uf = UB.

Mit der Umkehrung des Satzes von Pythagoras ist das Dreieck UBI redigvaigikl.
Dies war zu zeigen.

Bemerkung
Der Inkreisradiugp eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Kathetenl&ngen a und b sowie petedysen-

3y . . ab
lange ¢ kann elementargeometrisch bestimmt Werdemzzuw .
a c

(Dies kann man selbst Giberlegen oder Formelsammlungen bzw. gangige Lehngiiaheiehen.)
Mit a=3u, b= 4uund e 5 folgt daraus soforp =u. Dann lasst sich wie oben weiter argumaeti.
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3. Losung (ohne Verwendung des Inkreisradius)
Wie in der Voriberlegung zu den ersten beiden Lésungen gezeigt, folgt Almglebe a:b:c=3:4:5

(1) Es gibt eine Streckenléange u, fur die gilt: a = 3u, b = 4u, c = 5u.
(2) y=U0UACB=90°

(3) UD[AB] mit AU =UB

Aus (1) und (3) folgt:

4) AU :% AB =2,5u

Aus (2) folgt wegen der Winkelsumme im Dreieck ABC:

(5) a+p=180°—~y=90°

Da der Inkreismittelpunkt | der Schnittpunkt der Winkelhedanden im Dreieck ABC ist, folgt mit (5) fur
den Winkel AIB:

o0
© 0aB=180-2-P_180-9"P_150 -9 _135
2 2 2 2

Der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden des WinKetsit der DreiecksseitpAC] werde mit P bezeichnet.
Fur den Nebenwinkel PIA des Winkels AIB gilt dann mit (6):

(7) UPIA=180°-[]AIB = 180° — 135° = 45°. C

Im folgenden zeigen wir, dagsP = 2,5u. Wir spiegeln dazu =

die DreiecksseitfBC] an der Winkelhalbierenden des Winkels
. C wird dabei so auf Q7 [AB] abgebildet, dass (mit (1))

C'B = CB = 3ugilt. Mit (1): AB =5u folgt, dass

(8) AC'=5u-3u= 2uist.

Da der Winkel PCB auf den Winkel BC'P abgebildet wird, gilt mit (2BC'P = [1PCB =[JACB = 90°.
Mit [JC'AP =a =1 BAC folgt nun, dass das Dreieck AC’'P @hnlich zum Dreieck ABC ist, da beigle Dr
ecke in zwei Winkeln Ubereinstimmen. Es entsprechen sich hierbeiidia [2€'] und[AC] sowie die
Seiten[AP] und[AB].

Aus (1) und (8) lasst sich der Ahnlichkeitsfaktor bestimrr%% = % = —;
u

Daraus folgt:
© AP =% AB = 2,50

Aus (4) und (9) folgt nurAP = 2,5u= AU. Da der Inkreismittelpunkt | auf der Winkelhalbierenden des
Winkelsa liegt, folgt daraus, dass das Viereck AUIP ein Drachenvierecksstsgmmetrisch zu Al ist.

Mit (7) folgt nun:
UAIU = OPIA = 45° und mit (6)JUIB = LJAIB — JAIU = 135° — 45° = 90°.

Das Dreieck UBI ist also rechtwinklig.
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4. Lésung

Durch Rechnen im Koordinaterssgm lasst sich

dieses Ergebnis auch gewinnen. Dazu wird das
rechtwirklige Dreieck so in ein Achsenkreuz 6“3(0/3‘1)
gelegt, dass C = O, A(b/0) und B(0/a) ist. Der "]
Umkreismittépunkt U hat dann die Koordinaten 4‘

U(E/E). 3] U(2u2u)
22 24 1(ulu

Dgr Inkreismittelpunkt | liegt einersc_eits auf o!er 11 W(L,5u0) A(4U/0)

Winkelhalbierenden des rechten Winkels mit der N NNy

Gleichung y = x, andererseits auf der Winkelhal- 'C 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10X

bierenden von Winkel CBA, die die Seite AC

(und damit die xAchse) im Punkt W schneidet.

Nach dem bekannten Satz Uber Winkelletlride des Dreiecks ,Jede Winkelhalbierende eines Dreiecks

schneidet die Gegenseite des Winkels im Verhaltnis der anliegenitent' 8ehalt man nach kurzer Rech-

nung W(aaTbC/O). Damit Iasst sich die Gleichung der Geraden durch die Punkte B und W atischre

=-2%C:a
y b :

Mit a=3u, b= 4uund e 5 folgt darausy =-2x + 3u. Schneiden der beiden Geraden fuhrt auf I(u/u).

Nun kann man wie in den ersten beiden Losungen weiter argumentieren.
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