4. Landeswettbewerb Mathematik Bayern
2. Runde 20072002 —Aufgaben und L 6sungsbeispiele

Aufgabe 1

In einem Vieredk ABCD sind de Seiten [AB], [BC] und Planfigur
[CD] dleich lang. Die Seite [DA] hat die gleiche Lange wie
die Diagonale [DB]. Diese Diagonale halbiert den Winkel
ADC.

Wie grofRkonren die Innenwinkel eines lchen Viereds
sein?
L6sung
Nach den Voraussetzungen ist das Dreiedk BCD gleich-
schenklig mit der Basis[BD], dennesgilt BC= DC. Somit
sind de Winkel CBD undBDC gleich weit
w(CBD) = w(BDC) = ¢.
Dadie Diagonae [DB] den Winkel ADC halbiert, gilt
w(ADB) =w(BDC) = ¢.
Die Geraden BC und AD schlief3en mit der Diagonalen [BD] Winkel der gleichen Weite én undsind

nadh der Umkehrung des Satzes tiber Wedhselwinkel an sich schneidenden Geraden deshalb zueinander
paralel.

Das Dreiedk ABD ist nadh Aufgabenstell ung ebenfall s gleichschenklig mit der Basis [AB].
Wegen der Winkelsummein desem Dreied gilt
¢ +2e=180C.

Im Vieredk ABCD sind de Seiten [BC] und[AD] parallel und de Seiten [AB] und[CD] gleich lang.
Das Vieredk ABCD ist deshab entweder ein gleichschenkliges Trapez oder ein Parall elogramm.

Ist ABCD ein gleichschenkliges Trapez mit der Ist ABCD ein Parall elogramm, dann erganzen
Basis[AD], so sind de Basiswinkel BAD und sich de Winkel BAD undADC zu 180.
ADC gleich weit.
Ause=2¢ 0O ¢+2e=18C folgt Ause=180C-2¢ 0O ¢ +2e=18C
¢ =36°¢e=72. folgt ¢ = 60°, € = 60°.

A
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Aufgabe 2
Zeige: Ist eine Zahl n [ INdie Summe zweier verschiedener pasitiver Quadratzahlen, so hat auch jede
Potenz n* (k O IN k > 0) diese Eigenschaft.

Lésung
Nach Aufgabenstellung ist die natiirliche Zahl n die Summe verschiedener pasitiver Quadratzahlen. Es
gibt also ratiirliche Zahlen a>b > 0 mit n = & + b°.

Als erstes woll en wir zeigen, dassauch rf als Summe von zwei unterschiedlichen pasiti ven Quadrat-
zahlen dargestellt werden kann.

Esist n® = (&8 + b%)? = &'+ 2a’0® + b’ = 4&’b* + &' — 22%b” + b = (2ab)? + (& — 1)? eine Summe von zwei
Quadratzahlen. Da0 < b < agilt, sind de beiden Zahlen pdsitiv.

o . n . .
Wéren sie gleich, also x = 2ab = &— I, so wére n? = 2x% undsomit wére +/2 = — eine rationale Zahl,
X

was bekanntlich nicht der Fall i st.

Wir wiseen also jetzt, dasses natiirliche Zahlen ¢ > d > 0 gibt, mit n® = ¢+ d’.

Jetzt untersuchen wir als nachstes, obwir auch r° bzw. n* als Summe verschiedener positiver Quadrat-
zahlen darstellen konren.

Esist

n’=n-rf=(@@+b? - rf =an’+ b’n’ = (an)*+ (bn)?

bzw.

n'=n’.rf=(*+d) - if =’ + dn® = (cn)*+ (dn)” .

Daa>b>0hzw.c>d>0und nJIN ist auch an>bn> 0 bew. cn>dn> 0, d. h. i bzw. n*l&s4 sich
als Summe zweier verschiedener pasitiver Quadratzahlen darstellen.

Genauso wie wir jetzt von der Zerlegung von n kew. rf auf die Zerlegung von 1P bzw. n* geschlossen
haben, kénren wir von der Zerlegung von ' bzw. n* auf die Zerlegung von 17 bzw. n° schlielen, davon
wiederum auf die Zerlegung von i’ bzw. rn? usw. Allgemein kann man von der Darstellung von
n‘=e’+f> (e>f>0)asSumme zweier verschiedener positiver Quadratzahlen auf eine solche Dar-
stellung von 2 schli effen. Man mussim gerade gefiihrten Beweis nur n* statt n bew. n? schreiben und
n“ statt n® bzw. n*. Somit gibt es eine solche gesuchte Darstell ung fir all e Potenzen n von n.
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Aufgabe 3

Gegeben sind drei verschiedene Punkte M, P undQ, die nicht auf einer Geraden liegen. Es sll ein Qua-
drat mit dem Mittelpurkt M konstruiert werden, so dassP undQ auf zwei benachbarten Seiten des Qua-
drats oder deren Verlangerungen liegen.

Wie viele verschiedene Quadrate gibt esin Abhdngigkeit von der gegenseiti gen Lage der Punkte M, P
undQ?

1.L0sung

Grundideeder Konstruktion

Aus den gegebenen Punkten M, P und Q soll ein Quadrat ABCD mit den genannten Eigenschaften kon-
struiert werden. Wir konren de Bezeichnurg der Eckpurkte des Quadrats 0 wahlen, dassP auf der
Geraden AB liegt. Der Punkt Q liegt dann auf der Geraden BC oder auf der Geraden AD. Die nadhfol-
genden Bil der zeigen diese M&gli chkeiten, wobei die Lage der Punkte P und Q auf den jeweili gen Gera-
den AB undBC bzw. AD variieren kann.

4 Q Q__
D c b C
M P M
v .
P A B A P B
D

Dreht man die Stredke [MP] um M mit 90° bzw. 27, dannliegen P undQ bzw. P undQ auf der Tr&
gergeraden der Quadratseite [BC] bzw. [AD]. Diese Eigenschaft folgt aus der Drehsymmetrie des Qua-
drats um seinen Mittelpurkt M als Zentrum. Die Gerade AB wird bei der Drehung um M und dem
Drehwinkel 90° auf die Gerade BC und kei Drehung um 270 auf die Gerade DA abgebil det. Der Bild-
purkt von P liegt deshalb auf BC bzw. DA. Entsprechendes gilt fir die Drehung der Stredke [MQ] um M
mit 90° bzw. 27C. Es entstehen dabel Tragergeraden des gleichen Quadrats.

Die Gerade QP und de Gerade QP sind mogli che Trégergeraden von Quadratseiten.

Mit Kenntnis der Tragergeraden g einer Quadratseite und der Lage
des Punktes M kann man das Quadrat konstruieren, da der Abstand
vonM zu g die Lange der halben Quadratseite ist. Die Konstrukti-
on ergibt sich aus dem nebenstehenden Bil d.

Das Quadrat ist durch de Tragergerade g und den Mittelpurkt M
eindeutig bestimnnt.
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Allgemeiner Fall

Liegt der Punkt Q nicht auf der Geraden PM = PM = PP, s0
sind de Verbindurgsgeraden QP und QP verschieden. Jede
dieser Geraden ist die Trégergerade éner Quadratseite. Es gibt
also genau zwei verschiedene Quadrate.

Hinweis

Liegt Q auf der Geraden PP (oder PP), so ist die Gerade

PQ selbst eine Tragergerade des Quadrats. Konstruiert

man nun @s zugehdrige Quadrat, dannsind P, P und P’ P
Eckpurkte dieses Quadrats. Der Punkt P liegt als Eck-

purkt gleichzeitig auf zwei benadhbarten Seiten.

Aul¥erdem gibt es ein zweites Quadrat mit einer Seite auf
der Tragergeraden QP* (oder QP), falls Q # P' (oder

Q#P).
Diese Ausganglage wird bei den Sonderfallen behandelt.

Sonderfalle

1) Falt Q mit P oder mit P* zusammen, so hilden die
Punkte P, Q undM ein gleichschenkli g-rechtwinkliges
Dreiedc. Die Gerade QP oder die Gerade QP* ist nicht
mehr eindeutig bestimmt. Jede Gerade durch Q, die nicht
durch M geht, ist Trégergerade @nes Quadrats. Das ne-
benstehende Bild zeigt drei M&gli chkeiten.

Bei diesen beiden Lagen von Q gibt es jeweil s unendlich
viele Losungen.

P=Q

2) Liegt Q auf der Geraden PM = P'M = PP undstimmt Q weder mit P noch mit P tiberein, so ist der
Abstand der Geraden QP = QP vonM gleich 0.Es existiert kein Quadrat.
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2.L6sung

Grundideeder Konstruktion

Fall s ein solches Quadrat existiert, gibt es einen von M verschiedenen Eckpurkt S des Quadrats, fir den
die Geraden SPund SQ orthogonal sind. Durch den Mittelpurkt M und den Eckpurkt Sist das Quadrat
eindeutig bestimnnt.

Es qgilt:

1. Sliegt auf dem Thaleskreis Uber [PQ].

2. Wegen w(PSM) = 45° oder w(PSM) = 90° + 45° = 135 liegt S auf dem Fasskreisbogen Uber

MP zu 45 bzw. 135.

Um diese Faskreise zu erhalten, konstruiert man
Uber der Stredke [PM] nach beiden Seiten ein gleich-
schenklig — rechtwinkliges Dreiedk. Die der Stredke
[PM] gegeniibkerli egenden Punkte M; undM, sind
die Mittelpurkte der Faskreise. Die Faskreise mit
den Mittelpurkten M, bzw. Mund der Thaleskreis
Uber PQ mit dem Mittel purkt M+ schneiden sich auf
Grund der Konstruktionimmer in P. Fur die Gbrigen
Schnittpurkte der Fasskreise mit dem Thaleskreis
gibt es mehrere Mdgli chkeiten:

Allgemeiner Fall

Der Punkt M liegt nicht auf dem Thaleskreis tGiber
[PQ]. Die Schnittpurkte S, bzw. S, der Faskreise
mit dem Thaleskreis snd dannvon M verschieden.

Es gibt zwei verschiedene Quadrate. Das nebenste-
hende Bild zeigt eine solche Situation.

Hinweis

Wenn cer Mittelpurkt eines Fasskreises auf der Ge-
raden PQ liegt, aber nicht mit dem Mittel purkt der
Stredke [PQ] zusammenféllt, dann kerthrt dieser
Fasskreis den Thaleskreis tiber [PQ] in genau einem
Punkt. Dieser Punkt ist P. Der Mittelpurkt des ande-
ren Faskreises liegt dann auf der Orthogonalen zu
PQ durch P.

Das nebenstehende Bil d zeigt die beiden mdgli chen
Quadrate, wobei in einem Fall der Punkt P selbst
Eckpurkt des Quadrates ist undzwel Seiten zuge-
ordnet werden kann.

Sonderfalle

1. Der Punkt M ist der Schnittpurkt des Thaleskreises
Uber [PQ] und der Mittelsenkrecdhten von [PQ)].

Das Dreieck PQM ist gleichschenklig — rechtwinklig.
Der Mittelpurkt des einen Faskreises féllt mit dem
Mittel purkt des Thaleskreises zusammen, d.h.einer
der Fasskreise ist mit dem Thaleskreis identisch. In
diesem Fall gibt es unendich viele Losungen.

Im nebenstehenden Bild sind zwel dieser Quadrate mit P Q
den beliebig auf dem Thaleskreis gewahlten Eck-
purkten R; undR, angegeben.

R1
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2. Der Punkt M liegt auf dem Thaleskreis tber [PQ] aber nicht auf der Mittel senkrechten von [PQ)].
Die Faskreise und der Thaleskreis hneiden sich in den Punkten P und M.
Die Mdglichkeit M = S scheidet aus, dain desem Fall die Seitenlange des Quadrats 0 wére.

Fir P = Swaére die Gerade QS und damit auch PQ Trégergerade eéner Quadratseite. Daweiterhin M
auf dem Thaleskreis tiber [PQ] aber nicht auf der Mittel senkredhten von [PQ] liegt, ist die Winkel-
weite von [0 QSM von 45 verschieden. Es gibt deshalb kein Quadrat mit dem Eckpurkt S undeiner
Seite mit der Tréagergeraden SQ.

Aufgabe 4

Fur natdrliche Zahlen werden de beiden folgenden Operationen definiert:
(A) An de Zahl kanneine der Ziffern 0, 4 o@r 8 angehangt werden.

(B) Die Zahl kann relbiert werden, wenn sie gerade ist.

Zeige, dassvon 4ausgehend jede positi ve natirli che Zahl durch eine endliche Anzahl dieser Operatio-
nen erreicht werden kann.

Zum Beispiel kann de Zahl 51 erreicht werden durch:
407 - 2008 - 200 - 2040 - 10209 - 51,

L6sung

Idee

Eswird gezeigt, dasses zu jeder der genannten Operationen eine @ndeutige Umkehrung gibt und dass
man durch de Anwendurg dieser Umkehrungen von jeder beliebigen natiirlichen Zahl n zur Zahl 4 ge-
langen kann.

Dieser Nachweis 2ll in zwei Teilen erfolgen.

Im ersten Teil wird gezeigt, dassdurch de Anwendurg der Umkehroperationen jede natirliche Zahl n
verkleinert werden kann. Nacdh endli ch vielen Schritten gelangt man dann zu einer einstelli gen Zahl.

Im zweiten Teil wird nachgewiesen, dassman von jeder einstelli gen Zahl durch de Anwendurg der
Umkehroperationen zur Zahl 4 gelangen kann.

Teil 1

Diedrei unter (A) zusammengefasgen Operationen werden zur einfacheren Darstellung mit A0, A4
bzw. A8 bezeichnet, je nach dem ob de Ziffer 0, 4 odxr 8 angehangt wird.

Zu jeder der Operationen (A) und(B) gibt es eine @ndeutige Umkehroperation:
AQ: Voneiner nattirlichen Zahl n mit der Einerziffer 0 wird die Endnul abgeschnitten,
d.h. A0 (n) =n: 10, A0 hat demnach den Verkleinerungsfaktor 0,1.

A4: Voneiner nattirlichen Zahl n mit der Einerziffer 4 wird die Endziff er abgeschnitten,
d.h. A4 (n)=(n—4):10, A4 hat demnach einen Verkleinerungsfaktor kleiner als 0,1, davor
der Division duch 10 de Zahl 4 subtrahiert wurde.

A8: Voneiner nattirlichen Zahl n mit der Einerziffer 8 wird die Endziff er abgeschnitten,
d.h. A8 (n)=(n-28):10, A8 hat demnach einen Verkleinerungsfaktor kleiner als0,1.

B: nwirdverdoplt, d.h. B (n) = 2In, B hat demnach den VergroRerungsfaktor 2.
Jede beli ebige Verkettung von Operationen AO, A4, A8 undB kann duch Ersetzen von AO duch A0,

A4 duch A4 usw. rickgéngig gemadt werden und umgekehrt. Gelingt also der Nachwel's, dasses

durch de Anwendurg von A0, A4, A8 und B einen Weg von einer beliebigen Zahl n zur Zahl 4 gibt,
so gibt esdurch de Anwendurg von AO, A4, A8 undB einen Weg von der Zahl 4 zur Zahl n.
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Eswird nunam Beispiel einer Zahl n mit der Einerziffer 1 gezeigt, dassdurch eine endiche Anwendurg
der Umkehroperationen de Zahl verkleinert werden kann.

Zweimaliges Anwenden von B, aso zwei maliges Verdoppeln der Zahl n flhrt zu einer Zahl mit der

Einerziffer 4. Die anschlief’ende Anwendurg von A4 ergibt eine natdrliche Zahl n' . Der Wert von rist
kleiner als 0,40, dennesgilt: N'=(n2[2-4):10=0,4h-0,4<0,4[h

Mit den oben angegebenen Bezeichnurgen kann man dies kurz so ausdriicken:
A4{B [B(nN)]}= (n[2[2-4):10< 0,4

Fur die Gbrigen Einerziffern ist die Folge der Umkehroperationen, de zu einer Verkleinerung von n
fuhren, in Kurzformin der nachfolgenden Tabelle angegeben.

Endzffer von n (n>10) |Verkettung von Operationen Verkleinerungsfaktor
0 AO: n - n10 =01
1/6 A4 { B[B(n)]}: n - (nl2[2 — 4:10 <04
217 A4 [B(n)]: n - (nl2 —4:10 <0,2
3 A4 (B{B[B()}): n - (n[2[2[2-4:10 <08
4 A4 (n): n - (n—4:10 <01
5 A0 [B(n)]: n - ni2:10 =0,2
8 A8 (n): n- (n-9:10 <01
9 A8[B (n)]: n - (nl2 -8:10 <02

Die Tabelle zeigt, dassjede natirliche Zahl n durch de Anwendurg von héchstens vier geggneten Um-
kehroperationen in eine kleinere Zahl n' Gbergeht. Wendet man nunauf die jeweil s verkleinerte Zahl
immer wieder die gleichen Verfahren an, so gelangt man schliefdlich zu einer einstelli gen, von Over-
schiedenen Zahl.

Teil 2
Diefolgende Tabell e zeigt, wie man von einer einstelli gen Zahl zur Zahl 4 gelangt:
eingtellige Zahl | Verkettung von Operationen

! {B[B()]} =4
2 B(2)=4
3 A4 (B{B[B@)})=2 , Weiter wie bei 2.
4
5 A0 [B(5)] =1 , weiter wie bei 1.
6 A4 {B[B(6)]} =2 , weiter wie bei 2.
7 A4[B(7)]=1 , weiter wie bei 1.
8 A4 (B{B[B(8)]})=6 , weiter wie bei 6.
9 A8 [B(9)] =1 , weiter wie bei 1.
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