3. Landeswettbewerb Mathematik Bayern
1. Runde 20002001- Aufgaben und L 6sungen

Aufgabe 1

In funf Schalen liegen jeweil s drei Kugeln. Franz undRudi ziehen
abwedhselnd. Bei einem Zug missen aus einer Schale @ne, zwei oder drei
Kugeln entnommen werden.

Wer dieletzte Kugel wegnimmt, gewinnt. Wenn Franz anfangt, gewinnt er immer.
Wie aklérst du das?

Ldsung
Diefunf Schalen und de drei Kugeln stehen nebeneinander.

OO0/ L0000/ \ oo/ \.ooo / \Loon /

Franz Zeht ale drei Kugeln aus einer Schale, z. B. der dritten Schale. Rudi findet vor seinem ersten Zug
also folgende Lage vor.

\QQQ/\QQQJ\_‘_/\QQQ/\QQQ/

Dievier Schalen, in denen sich nach Kugeln befinden, sind symmetrisch zur Achse a
Rudi ist am Zug. Er nimmt z. B. aus der 5. Schale zwei Kugeln.

OO0/ \ 000/ J oo/ \ o J

Die Gewinnstrategie von Franz ist nun, rach Rudis Zug so zu ziehen, dassbeziiglich awieder eine
symmetrische Verteil ung entsteht. Franz Zeht aus der ersten Schale zwei Kugeln.

O J OO/ | J A\ oo/ \ O/

Zieht Rudi Kugeln, so sind de zur Achse asymmetrischen Kugeln nach vorhanden undFranz zeht

diese. Die Zahl der Kugeln nmmt nach jedem Zug ab. Nach endli ch vielen Schritten wird die letzte

Kugel gezogen. Nadch der beschriebenen Gewinnstrategie zieht Franz diese letzte Kugel undgewinnt
damit das Spiel.
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Aufgabe 2

Mit gleich grofen schwarzen undweil3en guedratischen Platten soll ein
rechtediges Muster gelegt werden. Die Platten am Rand sowie zusétzlich eine
waggeredte und eine senkrechte Reihe sollen schwarz sein, all e Gbrigen
Platten sind weil3 (siehe Abbil durg).

Auswie vielen Platten kann ein solches Muster bestehen, wenn gleich viele
schwarze undwei l3e Platten verwendet werden soll en?

1.Losung

Vertikal und haizontal sindjeweilsdrei Reihen mit schwarzen Platten belegt.
Es =i adie Anzahl an weil3en Platten in haizontaler Richtung, b de Anzahl an
weif3en Platten in vertikaler Richtung. Die Anzahl der weil3en Platten betrégt
dannalb.

Die Anzahl der Felder, in denen sich haizontale undvertikale schwarze Reihen
treffen, betragt 3[3 = 9. Auferdem gibt esnoch 3a+ 3[b schwarze Platten, also

insgesamt: 3la+3b+9.
Die Bedingung lautet also: ab=3a+3b+9
oder
alfb-3)=3b+9 *)

Dadieredte Seite positiv unda nicht negativ ist, missen beide Faktoren auf der linken Seite pasitiv
sein, also: b > 3 undentsprechend a> 3.

Durch weitere Umformungen von (*) erhalten wir:
al{b-3)=30-9+18
al{b-3)=30{b-3)+18

al{b-3)-3b-3)=18
(a-3){b-3)=18

Da beide Faktoren pdasitive ganze Zahlen sind und @s Produkt vona— 3 und b — 3 eh Wert 18 besitzt,
kann keiner der beiden Faktoren grofier als 18 sein. Daraus folgt sowohl fir a dsauch fir b de
Einschrankung 4<a,b< 21.

Um nunalle M&gli chkeiten zu finden, [6st man (*) nach a auf undsetzt fir b der Reihe nach die Zahlen
4 his 21 ein. Erhdlt man einen ganzzahligen Wert zwischen 4 und 2XUr a, so hat man eine Losung
gefunden.

Esergibt sich:

a 21 12 9 6 5 4
b 4 5 6 9 12 21

Fur die Seitenléangen des Rechtecks snd also die Paae (24]7), (15[8) und(12]9) mdglich. Die Anzahl der
Platten betrégt dann 168, 120 bw. 108.
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2.L06sung
Aus den nachfolgenden Bildern entnimmt man den folgenden Ansatz, wobei u undv die Seitenlangen
des Redhtedks mit u,v O N und u>3,v > 3.

Die Anzahl der schwarzen Platten betragt 9+3[(u—-3 +3[(v—-13),
die Anzahl der weil3en Platten u=-3I0(v-3.

Die diese beiden Anzahlen kereinstimmen soll en, mussgelten:
FAU-FJ+3I(Vv=-FP=U-3[(v-3

= 9+3u—-9=(Uu-3[(v-3-3[(v-3
= u=(v—-3[lu-3-3
= u=(v—-3[(u-9

(Offensichtlich mussu > 6 gelten, da andernfall s mehr als die Hélfte der Platten schwarze sind. Somit
darf durch u-6 dividiert werden.)

3u

e ——=v-3
u-6
Zur Vereinfachung des Bruches kénren wir umformen:
3u-18+18
e ———=v-3
u-6
3u-18 18
= + =v-3
u-6 u-6
u-6
_ V= 18 ‘6
u-6

Dieredte Seite der Gleichurg stellt genau dann eine ganze Zahl dar, wenn der Nenner u — 6ein Teil er
von 18ist. Fir u — 6kommen also nu die Einsetzungen —18, -9, -6, -3, -2, -1, 1, 2, 3, 6, 9 undrl8
Frage. Dau undv die Anzahl der Platten léngs der Rechtedksseiten sind, miiseen u undv natirliche
Zahlen sein.

[EEN
N
w
(¢2]
©

u-6(-18| 9| -6|-3|-2| -1 18
u [-12]{ -3/ 0| 3| 4] 5 71811 9]12|15]24
v 5 [ 4]13]0]-3|-12]24|15|12| 9| 8| 7
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Aus der Tabelle egeben sich drei verschiedene Rechtedke, bei denen langs der Seiten 24 und 7, 15 und
8 bzw. 12 und Platten liegen. Man kann also drei verschiedene Redhtedke mit 168, 120 und 108l atten
legen, de die Bedingungen der Aufgabenstell ung erfill en.
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3.Loésung S
Gegeben sei ein Redhtedk, daswie | Hier mussein
gefordert mit schwarzen undweilen I Redtedk von 1€
Platten gemustert ist. Man verschiebt £ walenPatten
verbleiben.

nun de schwarzen Reihen wiein der
Abbildung zur 2. Lésung an den
linken und uneren Rand.

Off ensichtlich miisen beide 306=18
Seitenléngen grolier als 6 sein, denn schwarze
andernfall s wére mehr a's die Hélfte Patten

der Platten schwarz. Betrachtet man
nun urien links ein Rechtedk aus 3[6
schwarzen Platten wiein der
nebenstehenden Abbildung und
verschiebt die beiden verbleibenden Recthtedke aus shwarzen Platten in de weil3en Platten, so verbleibt
oben rechts ein Redhtedk aus weiRen Platten. Genau dann, wenn insgesamt gleich viele weife und
schwarze Platten vorhanden sind, kesteht dieses aus 18 Platten. Es gibt aber — his auf Vertauschurg der
Seiten — nu drei verschiedene Rechtedke mit 18 Platten, rémlich: 1[18 oder 2[9 oder 3[6 Platten.
Also kann das gesuchte Rechtedk nur aus 7 [24 oder 815 oder 9112 Platten bestehen.

Aufgabe 3

Das Innere d@nes Vieredks ABCD wird durch die Diagonalen in vier Teildreiedke zerlegt. Die
Umkreismittel purkte dieser Tell dreiedke bilden das Vieredk STUV.

Welche Eigenschaften mussdas Vieredk ABCD haben, damit das Vieredk STUV ein Quadrat ist?

Lésung
Der Schnittpurkt der Vieredksdiagonalen heil3e M.

Die Punkte Sund T sind de Umkreismittelpurkte der
Telldreiedke ABM undBCM. Diese beiden Punkte
liegen daher auf der selben Mittelsenkrechten zu BM.
Die Punkte U undV sind de Umkreismittelpurkte der
Teildreiedke CDM undDAM. Sieliegen auf der
selben Mittel senkrechten zu DM. DaM auf BD liegt
undsowohl ST alsauch UV damit orthogonal zu BD
sind, ist die Parall elitét von ST undUV gesichert.
Analog kann man einsehen, dassdie Strecken TU und
VSparalé sind.

Das Vieredk STUV hat somit zwei Paare von
parall elen Gegenseiten undist daher ein
Parall elogramm.

Die Stredke ST schneidet BM im Mittelpurkt N, die
Stredke TU schneidet CM im Mittelpurkt P, die Stredke UV schneidet DM im Mittelpurkt Q, die
Stredke VS schneidet AM im Mittelpurkt R.

Das Vieredk NTPM hat bei den Scheiteln N und P jeweil s einen rechten Winkel. Die beiden Winkel mit
den Scheiteln T undM haben daher nach dem Winkelsummensatz bei Vieredken zusammen de Wate
18C°. Der Winkel mit dem Scheitel T ist a'so genau dann ein rechter Winkel, wenn der Winkel bei M ein
rechter Winkel ist.

Das Parallelogramm STUV st also genau dann ein Rechtedk, wennsich die Diagonalen des Vieredks
ABCD redhtwinklig schneiden.
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Genau dann,wenn das Vieredk STUV ein Rethted ist, gilt: ST ist parallel zu ACundTU ist paralel zu
BD.

Wegen AR =RM und MP= PC sowie RP=ST folgt:

_ = — 11— 1 1
STZRP:RM+MP=§AM+EMC=EAC

Wegen BN =NM und M_Q:Q_D sowie N_Q:m folgt:

— 1 1 11—
TU=NQ=NM +MQ=EBM +EMD=§BD

Das Rechteck STUV hat also genau dann gleich lange Seiten ST und TU, wenn de Diagonalen AC und
BD gleich lang sind.

Daher gilt: Das Vieredk STUV ist genau dann ein Quadrat, wenn das Vieredk ABCD gleich lange und
orthogonale Diagonalen hat.

Bemerkung
Vieredke mit gleich langen undorthogonalen Diagonalen kdnren héchst unterschiedli che Formen haben:

Quadrat Dradchenvieredk
Gleichschenkliges Trapez »Allgemeines Vieredk"
Aufgabe 4

Setzt man vor eine beli ebige natiirliche Zahl ihr Achtfaches, ergibt sich eine neue Zahl. So entsteht
beispielsweise aus 12 de Zahl 9612.

Gibt es unter den so gebil deten Zahlen urendlich viele Quadratzahlen?
Ldsung
Behauptung: Unter den nach der Vorschrift gebil deten Zahlen sind urendlich viele Quadratzahlen.

Vorbemerkung:

Es genlgt ein Bil dungsgesetz fir nattirliche Zahlen anzugeben, das die Forderungen der
Aufgabenstell ung erfillt und das beli ebig viele Quadratzahlen erzeugt. Dabei ist es unerheblich, ob
damit all e Zahlen mit der geforderten Eigenschaft erfasg sind.

Probieren mit maximal zweistelli gen Zahlen ergibt nur die Lésungen

1 R 81 J81=9
4 L 324 J324=18
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9 - 729 NT729=27

89 - 71289 A 71289=267

Die Waterfuhrung der ersten drei Losungen 1, 4 und 9 dieh die Quadratzahlen 16 und 25ihrt zu
12616 und 20025 undchohit nicht auf Quadratzahlen.

Das gezielte Probieren mit weiteren Zahlen der Form 88...89ergibt dann

889 7112889 \J7112889= 2667
8889 711128889 A/ 711128889 26667

Eswird nun rachgewiesen, dassalle Zahlen der Form 88..89 duch dasin der Aufgabenstellung
beschriebene Bil dungsgesetz zu Quadratzahlen fiihren.

1. Beweis

Es =i a @ne beliebige natlrli che Zahl mit n Stellen. Um das Achtfadche von a vor diese n-stelli ge Zahl a

zu setzen, missen wir amit 8 undmit 10" multi plizieren und éinn a addieren. Es geht die neue Zahl
z=800"Aa+a=a[800" +1).

810" +1 stellt firn=1, 2, 3, ... e Zahlen 81, 801, 8001, ... adund et fir groRere Wate von n de
Form 800...01 Alle Zahlen haben de Quersumme 9 undsind deshalb duch 9teilbar.

8m10" +

810" +1 hat n +1 Stellen, 1 hat n Stellen. Fir n=1, 2, 3, ..entstehen de Zahlen 9, 89, 889, ...

. L 80" +1 . .
Setzt man vor die natirliche Zahl — 9 ihr Achtfades, so entsteht die Zahl

n
8 ﬂ% 1 [(8(10" +1). Dieser Termlasg sich umformen zu:

810" +1m8mo” +1)= 8m0" +1)* _[B0" +1
9 9 3

n
Wie oben bereits gezeigt, ist 810" +1 durch 9 und dmit auch durch 3teilbar. Der Term S0 *1 g

n
also immer eine naturliche Zahl. Somit ist EL(; +1H2 fur jedes n das Quadrat einer natiirlichen Zahl.

Es gibt demnach beliebig viele Quadratzahlen mit dem angegebenen Bil dungsgesetz.

2.Beweis
Bei einer n-stelli gen nattirlichen Zahl a egibt sich fir die nach der Vorschrift gebil dete neue Zahl z:

z=8MAMN0" +a=a[8n0" +1)
Eine solche Zahl ist nuneine Quadratzahl, wenn

sowohl aundalsauch 810" +1 Quadratzahlen sind
ODER

sich beide Zahlen so faktorisieren lassen, dass $ch nach dem Zusammenfassen
ein voll sténdiges Quadrat ergibt.

Betrachten wir also zunéchst Zahlen der Form 810" +1 genauer.

n=1 81=909
n=2 801=9[89
n=3 8001=9[889

Allgemein:  Alle Zahlen sind wegen der Quersumme 9 durch 9teilbar undesist
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8M10" +1=9(8B...... 89=91(k

H_/
n-1Stellen

Die Zahl 810" +1 hat n + 1 Stellen, de natiirliche Zahl k hat n Stellen.

Wahlt man nuna=k, soist
2= 8IK10" +k =k [BM0" +1)= KOk = (3k)?
Damit gibt es unter den so gebil deten Zahlen urendi ch viele Quadratzahlen.

Aufgabe 5

Ausden drel Seitenhalbierenden eines Dreiedks mit dem Flacheninhalt A kann ein neues Dreiedk
konstruiert werden.

Zeige, dassder Flacheninhalt dieses Dreiecks 3 A ist.

1.Losung
Im Dreieck ABC werden die Seitenhabierenden AM ,, BM,
und CM,, eingezeichnet. Ihre Langen seien s,, s, unds;.

Die Seitenhalbierenden schneiden sich im Schwerpurkt S. Der
Schwerpurkt Steilt jede der drei Seitenhalbierendenim
Verhdtnis 2:1 von der jeweili gen Dreiedksedke aus.

Der Punkt N sei der Mittelpurkt von Stredke AS. Dann het das
Dreieck SMyN die Seitenlangen :—l%sa und :—l%sb. Nach der

Umkehrung des ersten Strahlensatzesist MyN parallel zu CS
und rach dem zweiten Strahlensatz halb so lang wie die Stredke CS. Deshalb gilt M N =

Der Flacheninhalt dieses Dreiecks werde mit A”™ bezeichnet.

Die Dreiecke SMyN und M AN haben gleiche Grundseitenldngen AN = NS undwegen der
gemeinsamen Ecke M, auch gleiche Hohe Uber der Grundseite AN bzw. NS. Fur den Fladheninhalt des

Dreiecks ASM,, gilt daher: Apagy, =20A".

Das Dreieck BSA hat wegen BS=2[8M , €nedoppelt so lange Grundseite wie das Dreiedk SMyA
undwegen der gemeinsamen Ecke A den doplten Flacheninhalt. Fir den Fladheninhalt des Dreiedks
ABM , gilt daher: Apagy, =3 pasm, =60A .

Das Dreiedk ABM ,, hat wegen AM, = M, C die gleiche Grundseitenlange wie das Dreiedk M ,BC
und daher wegen der gemeinsamen Ecke B den gleichen Flacheninhalt. Somit gilt:

Apnsc = 2[R pagum, =12[A".

Durch eine zentrische Stredkung mit dem Streckfaktor 3 entsteht aus dem Dreiedk SMyN eines, dessen
Seiten de Langen der Seitenhalbierenden des Dreiedks ABC haben und s den 9-fadhen Fladheninhalt,

also 91 A", hat. Sein Flacheninhalt ist also drei Viertel mal so groRwie der des Dreiecks ABC. Dies
war zu zeigen.
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2.L06sung

Spiegelt man das Dreiedk ABC am Mittelpurkt M, der

Seite BC, so entsteht das Parallelogramm ABA'C. Dabei
wird der Mittelpurkt M. der Seite AB auf den

M
Mittelpurkt M ." der Seite A'C abgebil det, dadas Bild °

des Mittelpurkts einer Stredke auch der Mittel purkt der
Bildstredke ist.

Die Stredke MM ' ist daher Mittellinieim Dreieck
AA'C undfolglich halb so lang wie AA'. Somit gilt:

MM, =AM, =s,.

DaB der Bildpurkt von C bei der genannten Punktspiegelung ist, gilt wegen der Léangentreue der
Abbildung:

BM.,'=CM_ =s..
Somit hat das Dreieck M .'M B die Seitenlangen s,, s, unds,.

Da das gegebene Dreiedk ABC den Fladheninhalt A hat, ist der Fladheninhalt des Parall elogramms
ABA'C das Doppelte davon,also 2[ A.

Das Teildreiedk BA'M " hat eine halb so lange Grundseite A'M ' wie das Dreieck BA'C undgleiche
Hohe. Daher hat es ein Viertel des Flacheninhalts des Parall elogramms, also %A .

Das Teildreiedk ABM ,, hat halb so lange Grundseite AM ,, wie das Dreiedk ABC und de gleiche Hohe.
Daher hat es ebenfall s den Flécheninhait %A .

Der Fladcheninhalt des Dreiedks M ,M .'C ist % des Inhalt des Dreiedks AA'C, denn seine Seiten sind
halb so lang wie die des Dreiecks AA'C. Wegen A paac :%AOABA-C =Apagc =A hat das Dreieck
MM 'C den Inhalt %A.

Folglich gilt fur den Flacheninhalt A des gesuchten Dreiecks:
A=oa-ia-1a-1a=34
2 2 4 4

Dieswar zu zeigen.
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3. Losung

AR
oy g

A Y

Ein Dreiedk ABC wird durch das Mittendreiedk in vier kongruente Teil dreiecke zerlegt (Bild links
oben).

Die Seitenhalbierenden dieser Teil dreiedke zerlegen dese jewell sin sechs flachengleiche Dreiedke, so
dassdas Ausgangsdreiedk ABC in 24fladengleiche Dreiedke zerlegt ist (Bild links unten).

Das Dreieck ABC wird am Mittelpurkt der Seite BC gespiegelt. Original undBil dfigur ergeben
zusammen ein Parall elogramm. Die Seitenhalbierenden des Ausgangsdreied<s werden teil weise durch
Parall elverschiebungen zu einem Dreiedk in diesem Parall el ogramm angeordnet (Bil d rechts oben).

Die Zerlegung des Dreiecks ABC und ces Bilddreiedks in jeweil s 24 fladhengleiche Teildreiedke wird in
das Parall el ogramm tibernommen. Die Behauptung ergibt sich durch Abzadhlen (Bild rechts unten).

4. L6sung
Wird das Dreiedk ABC am Mittelpurkt M, der Seite a
gespiegelt, so erhdlt man de nebenstehende Figur.

Aus den Eigenschaften des Schwerpurktes eines Dreiedes
ergibt sich:

SC_ES d SM —Es
_3cun a_3a'

Da Punktspiegelungen langentreu sind, ist

1 . 2
SM. =—=s und dmit SS=—s
a 3 aUI’l | 3 N
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Das Dreiedk SSC hat damit die Seitenléngen %sa , %sb , %sc. Esist folglich zu dem aus den

Seitenhal bierenden konstruierbaren Dreiedk dhnlich. Sein Inhalt ist g des Inhélts eines Dreiedks aus den
Langen der Seitenhal bierenden.

Die Dreiedke SSC und AA'C stimmen in der zur Seite AA' gehdrigen Hohe tberein. Ihre Flacheninhalte
verhalten sich also wie die Langen ihrer Seiten SSundAA'". Danun AA' = 2s, und SS= %sa ist, ist

der Inhalt des Dreiedks SSC ein Drittel des Flacheninhalts von Dreieck AA'C.

Dadie Seitenhalbierenden ein Dreiedk in zwei fladhengleiche Dreiedke zerlegen und de Dreiecke
AM ,C und M, A'C ineiner Seitenlange ( AM, = M _A" ) und cer zugehdrigen Hohe
Ubereinstimmen, haben de Dreiedke AA’C und ABC den gleichen Fladcheninhalt.

Insgesamt ergibt sich also fur den Flacheninhalt A* des aus den Seitenhal bierenden konstruierten

: 9 9 9 3
Dreiecs: A*:ZmASSC:Z%%M-sz%mﬂABC:Zm
5.L0sung
Im nebenstehenden Bild sind M, M, und M die C

Seitenmitten des Dreiedks ABC. Als Seite des
Mittendreiecksist M,M, parallel zu AB und elb so lang

wie diese Seite. M, M, / -
M
C

Die Gerade m durch diese Seitenmitten M, und M, «

schneidet die Parallelezu AM , durch M im Punkt M'. i

DasVierek AM .M'M, ist ein Parallelogramm, da
gegentiberliegende Seiten parall el sind. A

Darausfolgt ~ AM_=M_,M'=M M, =M _B

und MM =AM, =s, (1)

DasVierek M .BM'M , ist ebenfalls ein Parall elogramm, dadie Seiten M .B und M M" parallel und
gleich lang sind.

Daraus folgt insbesondere: BM' [M M ,|AC undBM'=M M, =AM, =M ,C

DasVierek BM'CM,, ist ein Parall elogramm, da die Seiten BM' und M ,C parallel undgleich lang
sind.

Daraus folgt: M'C=BM, =s, )

Aus (1) und(2) folgt, dassdie Langen der Seiten des Dreiecks M .M'C mit den Langen der
Seitenhal bierenden im Dreiedk ABC paaweise Gbereinstimmen. Das Dreiedk M M'C ist also das aus
den Langen der Seitenhalbierenden von ABC konstruierbare Dreieck.

Die Dreiecke CM M ,, AM :M, und BM M, haben jeweil s den Fladheninhalt %A , dasieim
Vergleich zum Dreieck ABC halbe Grundinie und halbe Hohe haben. (©)]
Begrindury fir das Dreiedk CM M

Die Seite CM, ist halb so lang wie die Seite BC. Die zugehdrige Hohe, d. h. ar Abstand des Punktes M.

von der Geraden CM, ist halb so grol3wie der Abstand des Punktes A von deser Geraden, caM M, die
Mittelli nie des Dreiedks ABC ist.

Fur die beiden anderen Dreiede gilt eine analoge Begrindurg.
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Die Dreiecke M;M'M, und AM ;M , sind rach dem Kongruenzsatz ssskongruent, da die Seiten
M:M" und AM , sowie M M' und AM . gleich lang sind und de Seite M ;M . gemeinsam ist.
Entspredhend gilt auch ACM M'0ABM M.

DasDreieck M M'C wird duch de Strecken M;M., M;M' und M ,C in deinhaltsgleichen
Dreiecke M;M M', M_,M'C und M ,CM,, zerlegt, diejeweils den Inhalt 4A haben.

Daraus folgt: DasDreiek M ;M'C hat den Inhalt gA

6. Losung

Folgender Lésungsweg wurde von vielen Realschiilern eingeschlagen. Die Rechnungmit Koordinaten-
vekorenwird in der Realschule ausfiihrlich in der 9. Klasse behandtlt, nicht jedoch am Gymnasium.

Das Dreieck wird so in ein Koordinatensystem gelegt, dassein Punkt im Ursprung, ein Punkt auf der
pasitiven x- Achse und ein Punkt im ersten Quadranten liegt. Fir die nunmit A, B und C bezeichneten
Eckpurkte gilt:

A(0/0) , B(X5/0) undC(X./Y:).Ma, MpundM, sind de Mittelpurkte der Seiten des Dreiedks.

c AM

a

CM

BM,

A Mc B X

Die Vektoren AB = gg Eund AC= gﬁ Espannen das Dreiedk ABC auf. Der Flacheninhalt ist
C

A S XLy FE  (Flacheneinheiten)
7ol vy 27

Der Mittelpurkt einer Stredke kann aus den Koordinaten ihrer Endpurkte berechnet werden. Man erhélt
M (—B/O) M ( XC yC) M (XC yC) und draus die Vektoren

HX—+XCE BX—C X, [ CBeyF

1

_—

AM 20, BM, =02 "CundCM, = .

Ye Ye ¢ 0 2_ C
ﬁ E ﬁ E 0-Ye C
Diese Vektoren hil den eine geschlossenen V ektorkette, denn:

He X H He_x HBX_ N

AM_OBM,OCM_ =02 20?2

i3 EEVCEDVD%E

Fasd man die Vektorkette ds Dreied auf, so sind de Seitenldngen dieses Dreiedks die Langen der
Seitenhalbierenden des urspriinglichen Dreiedks.
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- f
_ B -
Mit den Vektoren M, B= [ y 2 Cund AM, ergibt sich fur den Flacheninhalt A' dieses Dreiedks:
_Jc L
SR
| e T 1
B +
A= IO 2 2 |FE = —[g x, =2 )le + Yo e T Xe Hpg
27 _Ye o Y 2 2 "2 2 2 H
2 2
1fReYe _XcYe , Xs¥e , Xc¥e H 13 3
= = - + + FE = ZExy. FE = =
20 2 4 4 4 0 24 7®) g e
Aufgabe 6

Bestimme dl e natiirlichen Zahlen k, m und n,welche die Gleichurg 2K +2™ =t erfillen.
Dabel bedeutet nl =1[2[BL..{n 1) [h.

1.Losung
Durch Probieren mit kleinen Werten von nerhalten wir folgende Lésungen fir 2K +2™ =ni :

n! | Darstellung als Summe von genau zwei Zweierpotenzen
1 | nicht méglich

2 1294209 asok=m=0

6 |2'+2%2 dsok=1undm=2 oderk=2 undm=1

24 | 2%4+2% dAsok=3 undm=4 oder k=4 undm=3

120 | wegen 2° +2° =128>120 und 2° +2° =96< 120 it die
Darstell ung mit genau zwei Zweierpotenzen nicht mogli ch.

gl | W NS

Fir n=5 ist n! sowohl durch 3asauch duch 5teil bar. Die gegebene Gleichurg ist deshalb héchstens

dann erfiill bar, wenn de Summe 2K + 2™ durch 3 und duch Steil bar ist. Keiner der Summanden ist
selbst durch 3 oder durch 5teil bar.

Betrachten wir nun de Reste der Zweierpotenzen bel der Division duch 3 tew. durch 5.

t | ot | Restbei Division duch 3 | Rest bei Division duch 5
0 1 1 1
1] 2 2 2
2| 4 1 4
3| 8 2 3
4116 1 1
5|32 2 2
6| 64 1 4

Die Reste der Zweierpatenzen bei der Division duch 3sind periodisch mit der Lange 2, bei der Division
durch 5sind sie periodisch mit der Lange 4.

Aus dieser Periodizitét und cer Reihenfolge der Reste 1 und 2 lei der Division duch 3 kew. 1, 2, 4 und
3 bei der Division duch 5folgt:

Die Summe von zwei Zweierpotenzen ist genau dann duch 3teil bar, wenn einer der Exporenten gerade
und der andere ungerade ist. Die Summe von zwei Zweierpotenzen ist nur dann duch 5teil bar, wenn
eine der beiden Potenzen den Rest 1 und ar andere den Rest 4 ocer die @ne Zwelerpotenz den Rest 2
und de andere den Rest 3 ergibt. Aus der Tabelle oben und d Periodenlange 4 folgt, dassdies nur der
Fall i st, wenn beide Exporenten gerade oder beide Exporenten urgerade sind.
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Wenn de Summe von zwei Zweierpotenzen durch 3teil bar ist, dannist sie nicht durch 5teil bar und
umgekehrt. Eskannalso fir n>5 keine nattirliche Zahlen k undm geben, so dassdie Gleichurg

2K 4 2M =i erfiillt i st.
2.L6sung

2K 4+ 2™ ist nach den Voraussetzungen fir k undm mindestens 2, kann also niemals 1! sein.
Fir n0{2,3,4gilt 2=2=20+2°
3=6=2+4=2"+22
A=24=8+16=2%+2*
Fur n> 4 ist n! sowohl durch 3alsauch duch 5teil bar.
Im folgenden sei ohre Einschrankung k < m. Danngilt: 2K +2™ =2k Eﬁ1+ 2mk ) Der erste Faktor der

rechten Seite ist nur durch Potenzen von 2,aber nicht durch 3 oder durch 5tellbar. Bleibt also nur zu
untersuchen, obein Term der Form 1+ 2° gleichzeitig durch 3 und duch 5teil bar sein kann.

Teilbarkeit von z=2%+1 durch 3:

Behauptung Die Zweierpotenzen 2° und 25*2 ergeben bei der Division duch 3 cen gleichen Rest.
Beweis:
Jede Zweierpotenz 2° lasd sichin der Form 30 +r mit r =1 oder r = 2 darstellen.
Es %i also 2°=3t+r.
Daraus folgt: A2° = 4[{3t+1)
o 22@S=12t+4r
- 252 = 3[At+3r+r
- 252 =304t +r)+r

Dader erste Summand auf der rechten Seite das Produkt von 3 und ér natirlichen Zahl 4t +r ist, ist
der erste Summand duch 3teil bar. Der Rest von 252 bei der Division duch 3stimmt mit dem Rest
von 2° bei der Division duch 3 {ikerein.

Betradchten wir nun de esten beiden Zweierpotenzen, so erhalten wir 21 =2 bzw. 2% =4. Dasich de
Reste der Zweierpotenzen bei der Division duch 3 duch de Multiplikation mit 4 nicht verandern,
haben all e Zweierpotenzen mit geradem Exporenten bei Division duch 3 den Rest 1 undalle
Zweierpotenzen mit ungeradem Exponrenten bei der Division duch 3 den Rest 2.

Der Term 2° +1 ist also genau dann durch 3teil bar, wenn s eine ungerade natiirli che Zahl ist.
Esbleibt jetzt nur noch zu urtersuchen, ob z = 2° +1 fiir ungerade s durch 5teil bar sein kann.
Teilbarkeit von z=2°+1 durch 5fiir ungerades s

Essi 22" =22 2=4"12.

Die Potenzen von 4 taben fiir u > 0 de Einerziffern 4 und 6 Wird eine Zahl mit der Einerziffer 4 mit 2
multi pli ziert, entsteht eine Zahl mit der Einerziffer 8. Wird eine Zahl mit der Einerziffer 6 mit 2

multi pli ziert. so entsteht eine Zahl mit der Einerziffer 2. Die Additionvon 1flhrt im ersten Fal zu einer
Zahl mit der Einerziffer 9, im zweiten Fall zu einer Zahl mit der Einerziffer 3. In beiden Féall en entsteht
eine Zahl, die nicht durch 5teilbar ist.

Furu=0ist 22"t =21 =2 und chmit 1+ 2* ebenfalls nicht durch 5teil bar.

Zusammenfasaung:

Der Term 1+ 2% ist firr s> 0 nie durch 3 und Sgleichzeiti g teil bar. Deshalb ist 2% +2™ = 2K [{1+2M7%)
nicht gleichzeitig durch 3 und Seil bar.

Die Gleichurg 2% +2™M =l besitzt also nu fir nO {2, 3, 4 die oben angegebenen Ldsungen.
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3. Losung
Fur die beiden natdrlichen Zahlen k undmwird k < m angenommen. Die Summe 2% +2™ kann dannin
das Produkt 2 [{1+2™ ) zerlegt werden. Dabei ist 1+ 2™ eine natiirliche Zahl, da m-k = 0 ist.

Betrachten wir zunachst die Primfaktorzerlegung von Zahlen der Art 2' +1, wobei t eine natiirli che Zahl
ist.

t 1(2| 3 4 5 6 7 8 9 10
2t 41 3|5 9 |[17] 33 65 129 | 257 513 1025

Primfaktorzerlegung | 3 | 5| 303 | 17| 311 | 513 | 3043 | 257 | 3[3(3[19 | 50541

Bei der Primfaktorzerlegung der Zahlen 2' +1, t 0N féllt auf, dassfiir t <10 keine der Potenzen den
Primfaktor 7 enthélt. Betrachten wir deshalb de Reste dieser Zahlen bei der Division duch 7 genauer.

t 2t Rest von 2! bei der | Restvon 2! +1 bei
Division duch 7 Division duch 7

1 2 2 3

2 4 4 5

3 8 1 2

4 16 2 3

5 32 4 5

6 64 1 2

7 128 2 3

8 256 4 5

9 512 1 2

10| 1024 2 3

Die Reste von 2' bei der Division duch 7sind 2, 4 und 1 undiiederholen sich mit der Periodenlange
3. Entsprechend wiederholen sich de Reste 3, 5 und 2von 2' +1 bei der Division duch 7.Keine der
Zahlen 2' +1ist also duch 7teilbar.

Da auch de Zweierpotenzen 2¥ nicht durch 7teil bar sind, ist wegen 2% +2™M =2k [ﬁl+ 2’“"‘) die
Summe 2X +2™ nie durch 7teil bar.

Dan! fir n>7 durch 7teilbar ist, kann de Gleichung 2% +2M =i alenfalsfir n<6 erfiillt sein.

ni n k m ok 4 om

1] 1

2| 2 0 0 20 420 -1

3| 6 1 2 2li22 -5

41 24 3 4 23 494 =24

5|120| ksm<6 | m<6 | Keineder Summen 2 +2™ ergibt 120.
6| 720 | ksm<9 | m<9 | Kaineder Summen 2 +2™ ergibt 720.

Die Gleichurg 2K +2M =l jst fur die Zahlentripel (0/0/2), (1/2/3) und(3/4/4) erflillt. Verzichtet man
auf die Einschrénkung k < m, so kommen nach de Zahlentripel (2/1/3) und (4/3/4) hinzu.
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