1. Landeswettbewerb M athematik Bayern 1998/99

2.Runde - Aufgaben und Losungen

Aufgabe 1

Beweise: Das Quadrat einer Primzahl lasg sich nicht als Summe der Quadrate von del Primzahlen dar-
stellen.

1.Lo6sun

Die Quadgllrate von retiirlichen Zahlen ergeben bei Division duch 3 de Reste O oder 1.
Ausn=0mod 3 folgt n?=0 mod 3.
Ausn=1mod 3 folgt n?=1mod 3.
Ausn=2mod 3 folgt n?=1 mod 3

Wir betrachten ab jetzt nur noch Primzahlen. Von den Primzahlen ergibt nur das Quadrat von 3 kei Divi-
sion duch 3 den Rest 0; al e anderen Primzahlquadrate ergeben bei Division duch 3 cen Rest 1.

Annahme: Es existieren Primzahlen p, p;, p, undp, mit p? = p? +p3 + p3

1.Fall: Es @i p<3.

Die Zahlen 2% =4 und 3% =9 lassen sich wegen p? + p3 + p3 =12 nicht als Quadrate von drei Prim-
zahlen darstellen.

2 Fall: Es s p> 3 undalledrei Primzahlen p; # 3.

Danngilt p>=1+1+1=0mod 3. Widerspruch

3.Fall: Es & p> 3 undmindestens eine der Zahlen p;ist 3.
1.Unterfall: O.B.dA. p; =3, p, Z3undp; #3.

p>=0+1+1=2 mod 3 Widerspruch
2.Unterfall: O.B.dA. p; =p, =3 und p; # 3.

p° =18+ p3

p* -pi=(p-ps)dp+ps)=18
Dap und p3 natirliche Zahlen sind, kommen nu die drei Zahlenpaae (1/18), (2/9) und(3/6) als
Werte fur die Faktoren in Frage. Das Aufldsen der Gleichurgss/steme nach p ergibit:

Aus p-p; =10p+p; =18 folgt p=95  kenelLosung.
Aus p-p;=20p+p;=9  folgt p=5,5; keine Losung.
Aus p-p;=30p+p;=6  folgt p=4,5  keneLosung.
3. Unterfall: p1 =P, =p3=3.

Die Gleichung p2 =27 ist fur keine Primzahl p |0sbar.
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2.Lo6sung
Ohnre Nachweis wird al's bekannt vorausgesetzt:

Die Summe zweier gerader Zahlen ist wieder gerade, die Summe zweier ungerader Zahlen ist gerade, die
Summe éner geraden undeiner ungeraden Zahl ist ungerade. Primzahlen sind, ausgenommen die 2,
ungerade undgrofer als 2.

Weiter wird verwendet, dassdas Quadrat einer ungeraden Zahl bei Division duch 8 cen Rest 1 ergibt.
Begriindung
Es & n=2m+ 1. Danngilt n? =4m? +4m+1=4m{{m+1)+1. Von cen beiden natirlichen

Zahlen mundm + 1 ist genau eine gerade. Das Produkt 4m [{m +1) ist deshalb ein Vielfaches
von 8.

Der Nadchweis der Behauptung in der Aufgabenstell ung erfolgt nunindirekt.

Annahme: Das Quadrat einer Primzahl p |&sg sich als Summe der Quadrate von dei Primzahlen py,p,
und p; darstellen. Esgilt also p? = p? + p3 + p3.

1. Fal:p=2

Diesist nicht méglich, da die Summe der Quadrate von drei Primzahlen mindestens 12(: 22 +2% + 22)
ist.

2. Fall: p>2, p;,p, undp; sind urgerade.

Dannist einerseits p? =1mod8, aber andererseits p? + p3 + p3 =3 mod 8, @nn jede ungerade Qua-
dratzahl ist kongruent 1 mod 8.Diesist ein Widerspruch.

3. Fall: p> 2 undzwei der drei Primzahlen sind gerade, also 2 0.B.dA.sal p; =p, =2.

Esist dann p; + p3 =8. Esgilt dann p? - p3 = (p - p3) {p + p3) =8. Dasowohl p alsauch p; (p>ps)
ungerade Primzahlen sind, ist der Faktor p — p; mindestens 2 und ar Faktor p + p;mindestens 8. Die

Bedingung p? - p3 =8 kannalso richt erfiillt werden.

1. Die Félle, dassgenau eine oder drei Primzahlen p; gerade sind, ist wegen der eingangs genannten
V oraussetzung nicht mogli ch.

Aufgabe 2

Ein 6C°-Winkel hat die Schenkel g und h.Wir betrachten all e gleichseiti gen
Dreiedke, bei denen ein Eckpurkt auf g undein Eckpurkt auf h liegt.

Welche Punkte kénren dritte Eckpurkte solcher gleichseitigen Dreiedke
sein?

Behauptung

Der dritte Eckpurkt eines lchen gleichseitigen Dreiedks kann ein beli ebi-
ger Punkt im abgeschlossenen Winkelfeld F des 60°-Winkels oder ein
Punkt auf der Geraden w* sein. w* ist die aulferhalb des Winkelfeldes ver-
laufenden Winkelhalbierende der Tragergeraden von g und h.Sieist ortho-
gona zur Winkelhabierenden w von - (g,h).
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1.Losung
Diese Behauptung wird in den folgenden vier Schritten bewiesen.

1. Shritt

Sei X ein Punkt aus dem Winkelbereich F (X kann also auch auf g oder
h liegen). Dann gibt es zum Punkt X einen Punkt A auf g undeinen
Punkt B auf h so, dassdas Dreiedk ABX gleichseitig ist.

Begriindung

Wir wahlen zunadst einen Punkt U auf g undeinen Punkt V auf h so,
dassX auf der Stredke UV liegt undUV senkrecht zur Winkel hal bieren-
den w steht. Da dl e Innenwinkel des Dreiedks SUV die Wate 60° ha-
ben, ist dieses Dreiedk gleichseitig. Durch Abtragen der Stredkenlange |UX| von S bzw. V aus finden wir
einen Punkt A auf SU undeinen Punkt B auf VS so, dassdie Stredkenlangen |UX|, [SA|und|VB| dle
gleich sind. DaASUV gleichseitigist, gilt dannauch [VX|=|UA|=|SB|. Nach dem Kongruenzsatz sws
sindjetzt diedrei Dreiecke AUXA, ASAB undAVBX kongruent zueinander, insbesondere ist also |AX]|
= [XB| = |BA|. Also ist das Dreieck AAXB gleichseitig und der erste Tell

ist bewiesen.

X
2. Shritt
Zu einem Punkt X auf der Geraden w* gibt es Punkte A auf g undB auf B
h so, dassdas Dreiedk AABX gleichseitigist. S_A
Begriindung
Wir wdhlen A = SundB auf h mit [SB| = |SX| (oder B = SundA auf g). o
Dannist ASBX gleichschenklig undwegen w(BSX) = 60° sogar gleich-
seitig. v

Nadh den ersten beiden Schritten kommen alle in der Behauptung beschriebenen Punkte ds dritte Eck-
purkte gleichseitiger Dreiecke vor. Wir miisen jetzt zeigen, dasskeine weiteren Punkte vorkommen
konren.

Zu zwei Punkten A auf g undB auf h gibt es genau zwei gleichseitige Drei-
ede, die A undB a's Eckpurkte haben. Wir bezeichnen die dritten zugeh6-
rigen Eckpurkte mit X; und X, . Die beiden gleichseitigen Dreiedke sind

aso AA X, B undAAB X5 .

3. Shritt
Einer der Punkte, 0B.d.A. der Punkt X, liegt im Winkelbereich F .

Begriindung

Daim Dreiedk SAB die Winkelsumme 18C° ergibt und caw(ASB) = 60°
ist, sind de beiden Winkel IBAS und[0SBA zusammen 120 undeiner der X,
beiden Winkel ist mindestens 60°. Wir nehmen an, dass60° < w(SBA) <
120 gilt. (Der Beweisim Fall 60° < w(BAS) < 120 verlauft entspre-
chend)

Ist o die Grofe des Nebenwinkels von OSBA, so ist also auch

60° < a < 120°. Tragen wir nunan de Stredke AB einen 6(°-Winkel mit
Scheitel B ab und rennen den zweiten Schenkel dieses Winkels s so ver-
lauft die Halbgerade s von B ausgehend wegen o = 60° zunacdhst im abge-
schlossenen Winkelbereich F. Fir einen beliebigen Punkt Y auf sist
w(SBY) = 12C, also kann Y nicht auf g liegen (sonst wére die Winkel-
summe im Dreiedk BSY wegen des 60°-Winkels zwischen g und der Halbgeraden SB grof¥er als 180°).
Somit hat der Winkelschenkel s keinen Schnittpurkt mit dem Winkelschenkel g undverléauft somit ganz
innerhalb vonF. Da X, auf sliegt, ist auch X, in Fund camit der dritte Schritt bewiesen.
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4. Shritt
X, liegt auf der Geraden w*.

Begriindung
Sel X ein Punkt auf w* mit w(BAX) = 60°.

Daw(XSB) =120 ist, betragt im Vieredk ABSX die Winkelsumme der
gegentiberliegenden Winkel bei A undS 18(°. Dieses Viered ist deshalb
eine Sehnenviereck Es gibt aso einen Kreis, auf dem all e vier Eckpurkte
des Viereds liegen.

Der Umfangswinkd satz besagt nun, dissdie Winkel im Kreis zur Sehne AB
gleich gro3sind, aso w(AXB) = w(ASB) = 60°.

Somit sindim Dreiedk ABC alle drei Innenwinkel 60°. Das Dreied ist daher gleichseitig. Dadie Lage
des dritten Eckpurktes eines gleichseitigen Dreieds bei vorgegebener Lage der Seite AB (bis auf Spie-
gelung an AB) eindeutig bestimmt ist, gilt X =X,. X, liegt also auf w*.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

2.Lo6sung
1. Shritt

Zu jedem Punkt X im offenen Winkelfeld von - (g,h) kannman ein
solches Dreiedk konstruieren.

Begriindung

Wir konstruieren duch X eine Gerade | so, dassg, h undl ein gleich-
seitiges Dreiedk SHG erzeugen, wobel H der Schnittpurkt von| und
h undG der Schnittpurkt von g undl ist. Danntragen wir von G aus
auf der Halbgeraden von G nach S die Lange der Strecke HX ab und

erhalten den Punkt Z, von S aus auf der Halbgeraden von S nach H G
die Lange der Stredke HX underhalten den Punkt Y. Nach Kon- J
struktionsind de Dreiedke ZGX, XHY undY SZ kongruent. Das Dreied XY Z ist deshalb gleichseitig.

2. Shritt
Fur jeden Punkt, der auf g oder h liegt, 18s4 sich ein solches Dreied konstruieren.
Begriindung

Liegt X auf h undist X # S, danntragen wir auf g von S aus die Lange der Stredke SX ab underhalten
Y. Das Dreiedk XSY ist nach Konstruktion gleichseitig.

Entspredhend verfahren wir, wenn X auf H liegt und X # Sist.

Ist X =S, so tragen wir von S aus auf g und hzwei gleich lange Stredken ab underhalten de Punkte Y
undZ. Das Dreiedk XY Z ist nach Konstruktion gleichseitig.
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3. Shritt
Zujedem Punkt X ( X # S) auf der 2. Winkelhalbierenden vong und h, de nicht im Winkelfeld - (g,h)
verlauft, kann man ein solches Dreiedk konstruieren.
Begrindung

In der nebenstehenden Abbildurg ist h de Winkelhalbierende von - (g,
SX). Von Saustragen wir die Lange der Stredke SX ab underhalten auf
dem Winkelschenkel g den Punkt Y. Konstruieren wir nun Gler XY ein
gleichseitiges Dreiedk in der nebenstehend angegebenen Weise, so liegt der
dritte Eckpurkt Z auf h, weil h de Mittelsenkrechte von XY ist.

Entspredhend verl&auft die Konstruktion, wenn g die Winkelhalbierende von
O(SX, h)ist.

4. Shritt

Zu jedem Punkt X, der nicht im abgeschlossenen Winkelfeld [1(g,h) oder auf der 2. Winkelhal bierenden
liegt, |1&sg sich kein solches Dreiedk konstruieren.

Beweis erfolgt indirekt.

Annahme: Es gébe fur einen solchen Punkt X ein gleichseitiges Dreiedk XY Z, wobel Z auf gundY auf
hliegt.

Spiegeln wir das Dreiedk XZY an der Geraden (Y Z), so erhalten
wir X" als Bildpurkt von X. Dieser Punkt X' liegt im Innern des
Winkelfeldes von - (g,h), denn de Aulenwinkel des Dreiedkes
SZY sind rach dem Satz Uber die Aulenwinkel als Summe der
nicht anliegenden Innenwinkel eines Dreiedks scher grofer as
60°. Die Bilder der Halbgeraden ZX undY X verlaufen deshalb
nach der Spiegelung an (Y Z) zunadst im Innern von - (g,h) und
deshalb auch ihr Schnittpurkt X'.

Nun zeichnen wir eine Gerade | durch den Punkt X' so, dassihr
Schnittpurkt G mit g und der Schnittpurkt H mit h zusammen mit S ein gleichseitiges Dreiedk bilden.
Die Dreiecke SZY, ZGX'und X'HY sind kongruent, denn sie stimmen in den Léngen der Stredken ZX',
XY undYZ tberein. Aul¥erdem haben die anliegenden Winkel wegen der Winkelsumme in den Tell -
dreiedken und an gestredkten Winkeln bei Z, X' undY die Wdten a und 120-q.

Zusétzlich wird nuneine Parall ele zu g durch den Punkt Y gezeichnet. Sie schneidet die Gerade | im
Punkt P. Das Dreiedk Y PH ist gleichseitig, da dle drei Winkel nach Konstruktion gleich gro3sind. We-
gen |SZ| = |YH]| und der Gleichseiti gkeit von AY PH sind auch de Stredken SZ und Y P gleich lang.

Durch de Punktspieglung am Mittelpurkt M der Stredke Y Z wird der Punkt S auf den Punkt P abgebil-
det.

Begrindung
Das Bild der Geraden (SZ) ist die zu (SZ) paralele Gerade durch Y, also die Gerade (YP).
Da|SZ| = |YP| gilt, wird de Strecke SZ auf die Stredke Y P abgebil det.

Dies bedeutet insbesondere, dassbel dieser Punktspiegelung auch SX auf X'P abgebil det wird. Die
Stredken SX und X'P sind also parallel. Die Halbgerade SX schliefst mit der Halbgeraden g also einen
Winkel von 120 ein. Der Punkt X liegt also auf der zweiten Winkelhalbierenden von - (g,h).

Diesist ein Widerspruch zur Voraussetzung.
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Aufgabe 3

Anfang Januar 1999wurde e@ne geheimnisvolle Inschrift entdeckt, die off ensichtlich von AufZrirdischen
bei einem Besuch auf der Erde hinterlassen wurde. Sie konrte entschliisslt werden:

"Wir landen am letzten Tag des Jahres n wieder auf der Erde. Die Zahl nist das Produkt zweier
natirlicher Zahlen. Das Produkt aus der Sumne dieser beiden Zahlen und dr Anzahl der Tage
des Monas unserer Rickkehr ist um 3 groler als das Doppelte von n'

Wannist mit der Rickkehr der Aul¥erirdischen zu rechnen?

1.L0Osung
Die Beschreiburng der Jahreszahl nin der Botschaft besagt, dassman nals ein Produkt ab von zwei
natiirli chen Zahlen aund bso schreiben kann, dass 31C{a+ b) = 2n + 3gilt.

Wir setzen n=alb in dese Gleichurg ein undldsen sie nach b auf:
31a-3
2a-31

Dab eine natirliche Zahl ist, muss 2a— 31 ein Teller von 31a—3 sein. Dannist 2a—31 auch ein Tei-
ler von 2[(31a-3).

31fa+b)=2ab+3 - 3la+31b=2ab+3 - b(31-2a)=3-31a - b=

62a-6 _62a-961+955 31(2a-31) 955 _ 955

Wegen = = + =31+
2a-31 2a-31 2a-31 2a-31 2a-31

2a—31 ein Teler von 955ist.

Nunist 955=5[1191; 955 hat also nur dievier Teller 1, 5, 191 und 9559=Ur den Term 2a— 31sind vier

Falle zu betrachten:

1. 2a—31=1, dannist a=16, b =493 undn =16 [493=7888.
2 2a—31=5, dannist a=18, b=111 undn=18111= 1998.
3. 2a—31=191, dannist a=111, b=18 und n=1998.
4 2a— 31=955, dannist a=493, b=16 und n=7888.

genlgt es, aso bestimmen, dass

Als Zeitpurkte kommen also der 31.12.1998 oe der 31.12.7888n Frage. Da die Nacdhricht aber erst
Anfang Januar 1999gefunden wurde, kommt wohl erst der 31.12.7888&Ur die Ruckkehr der Aulerirdi-
schenin Frage.

2.L6sung
n habe die beiden Faktoren aund b.

Esist die Gleichung (a+ b) [31 - 3 = 2ab fir natiirliche Zahlen aund b(a< b) zu l6sen.
Wir formen &quivalent um:

ab-155a-1558b=-15 (Faktorisieren)

(a- 15,5 Ob - 15,59 = -1,5+ 240,25 (Multi pli kation mit 4)

(2a- 31) (2b- 31) = 955

Da aund b ratirliche Zahlen sind, stellen 2a— 31 und 2b- 31 ganze Zahlen dar, wobei entweder beide
Faktoren pasitiv oder beide negativ sind. Die Zahl 955 tat, abgesehen vom Vorzeichen, de Teiler 1, 5,
191 und 955.

1. Fall: 2a-31=-955 [ 2b-31=-1.
a=-462, b=15, n=-6930, keine LGsung.
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2. Fall: 2a-31=-191 0O 2b-31=-5.

a=-80, b=13, n=-1040, keine Lésung.
3. Fall 2a-31=1 0O 2b-31=955.

a=16, b =493, n=7888.
4. Fall 2a-31=5 0O 2b-31=191.

a=18, b=111, n=1998.

Da Ende des Jahres 1998keine Auf¥erirdischen gemeldet wurden, ist mit ihrer Riickkehr am 31.12.7888
zu rechnen.

3.Lo6sung

Die beiden Faktoren mégen aund b tei3en. Dabel kann ohre Einschrankung der Allgemeinheit
a,b0N und a < b angenommen werden.

Der letzte Tag des Jahresist der 31.12..

Somit gilt: (a+b)B1-3=2ab

Umformen undAuflésen nach bfihrt zu

3a+31b-3=2ab ~ 31a-3=bf2a-31) o b= 3 *)
2a-31

Der letzte Schritt ist mdglich, da a éne natirli che Zahl ist und somit sicherlich 2a—-31#0 ist.

Die Zahl bist pasitiv, wenn a=16 ist, dain desem Fall sowohl Z&hler als auch Nenner positive Zahlen
sind. Fir 1<a<15 st der Zahler paositiv und der Nenner negativ, der Bruch also ebenfall s negativ.

Daher missen wir fir anur noch natiirliche Zahlen grofer oder gleich 16 ketradchten.
Dadie Wiederkehr der Aul¥rirdischen in der Zukunft liegt, mussauf}erdem n > 1998sein.

Somit gilt b>1998.
a

Zusammen mit (*) folgt also:

31a-3 S 1998
2a-31 a

Dielinke Seite der Ungleichung 1&sg sich mach dem Satz von Vietain Lineafaktoren zerlegen:
(a-18)fa-111)>0.

- 31a% -3a>3996-311998 ~ 31a°> -399% +311998>0 ~ a’ -12%+1998>0

Diese Ungleichung ist erflllt fur a>18 [0 a>11%t also a>111 D
oder flr a<18 0O a<11li also a<18 2.
. 1998 . . .
Im ersten Fall wdre —— <18 und camit b < aim Widerspruch zu Vorausstzung a<b.
a

Der zweite Fall fihrt zusammen mit a=16 zu den beiden mdglichen Lésungen a= 16 odr a=17.

Fir a= 16 erhalten wir b =493 und dmit n=7888.Fir a= 17 erhalten wir b =174§ und cimit keinen

ganzzahligen Wert fur b.

Dan = 7888 de Bedingungen der Aufgabenstellung erfiillt, kann mit der Wiederkehr der Auf¥erirdischen
am 31.12.788&erechnet werden.
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Aufgabe 4
Voneinem Finfedk sind nu die funf Seitenmittel purkte gegeben.

Konstruiere dieses Finfedk und kegriinde die Konstruktion.

1.L0sung
Zeichnen wir in de Planfigur eines Flinfedks die Diagonale CE Planfigur
ein, so hildet der Mittelpurkt Q zusammen mit den drei Sei- D

tenmitten M, M, und M5 ein Parallelogramm, da die Seiten

dieses Vieredks die Mittelparallelen in den Teil dreiedken des
Vieredks ABCE sind. Auch das Vieredk QM ;DM ist ein

Parall elogramm, weil QM , und QM 5 Mittelparallelenim
Dreiek CDE sind.

Damit haben wir ein Konstruktionsverfahren fir das Flinfedk
gefunden: M
Q sei der Schnittpurkt der Parallelen zu M;M, durch Mg mit
der Paralelen zu M;M 5 duch M, . Dieser Schnittpurkt ist
eindeutig bestimmt, weil die Seitenmitten M{,M, undMg ein A
Dreied bilden.

D ist der Schnittpurkt der Parallelen zu QM5 durch M, mit der Parallelen zu QM, durch M ;. Auch
dieser Schnittpurkt ist eindeutig bestimmt, dabel einem Fiinfed die Punkte C, D undE ein Dreiek
bilden und des deshalb auch fir die Seitenmitten dieses Dreieckes gilt.

Die Eckpurkte C und E des Finfeds ergeben sich dann duch Punktspiegelung vonD an M 5 bzw. an
M, . Die Punkte A undB erhalten wir durch Punktspiegelung vonE an M bzw. vonC an M,. Nad
der Konstruktionist M, der Mittelpurkt der Seite AB.

M,

2.Lo6sung

Konstruktionstiberlegungen:

M,M ; ist eine Mittellinieim Dreiedk BCD. Sie hat deshalb Planfigur
die gleiche Richtung wie BD und de halbe Lange. S
MM, ist eine Mittellinieim Dreiedk ADE. Sie hat deshalb de glei- A\

che Richtung wie AD und de halbe L&nge.

Die Schittwinkel der Geraden (M ,M ) und (MsM ) und der Ge-
raden (AD) und(BD) sind gleich grof3.1hre Grofe sel €.

Ausdiesen drei Eigenschaften lasg sich ein Dreieck A'B'D” kon-
struieren, das zum Dreieck ABD nadch sws kongruent ist.

(Die beiden Geraden (M ,M ;) und (MM ,) sind richt parallel,
sonst wirden némlich de Punkte A und B zusammenfallen und s

Funfed zu einem Viered entarten. Damit ist der Schnittpurkt S der
beiden Geraden gesichert und de Grof¥e von € bekannt.)

Naadhfolgend wird nunausgehend von der Lage der funf Seitenmit-
telpurkte M; die Konstruktion des Flinfecks ABCDE beschrieben.
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Konstruktion:

1. DieStrecken M,M3; und MgM, werden biszum S
Schnittpurkt S verlangert.

2. DieStredkenlangen [M,M 3| und [MsM | werden
auf der jeweili gen Halbgeraden SMg bzw. SM, je-

weil s zweimal abgetragen. Dadurch wird das Dreiedk E
SA'B’ festgelegt.

My

3. Der Mittelpurkt M, der Strecke A'B” wird bestimnt.

4.  DieParalelverschiebung M;M; des Dreiedks SA'B’
flhrt das Dreiedk SA'B” in das Dreieck ABD (iber.
5. Die beiden fehlenden Eckpurkte C und E des Fiinf-

edkswerden duch de Punktspiegelung von B an A
M, bzw.vonA an Mg bestimmt.

M,

3.Lo6sung
Bei der folgenden L6sung werden Ergebnisse tiber die Verkettung ( Hintereinanderausfithrung ) von
Geradenspiegelungen bzw. die Darstell ung von Abbil dungen duch Geradenspiegelungen verwendet.
Wichtig dabei ist:
Die Verkettung S, o Sy, zweier Geradenspiegelungen Sy und S, mit
zueinander orthogonalen Geraden g und hist die Punktspiegelung S, am

Schnittpurkt Z vong und h.
zueinander parall elen Geraden g und hist eine Verschieburg. Der Verschie-
burgspfell i st orthogonal zu den beiden Geraden undvon der ersten Achse h
zur zweiten Achse g gerichtet. Seine Langeist der doppelte Abstandvong

und h.

Wendet man dese Ergebnise an, so ergibt sich, dassdie Verkettung
Sp oSy zweier Punktspiegelungen eine Verschiebung ist.

SPOSQ =Sk OSg OSg OSh =Sk OSh =V2®
Die Verkettung einer Punktspiegelung Sp mit einer Verschieburg Vﬁist
eine Punktspiegelung.

SPOVKé =Sg°Sk OSk OSh :Sg OSh :SZ
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Nacd desen Vorbemerkungen nunzur eigentlichen Aufgabe. Dazu betrachten wir die Abbildurg
SM5 OSM4 OSM3 oSMz OSMl mlt den tBkann[en &'tenmltten Ml,..., M5.

Die Verkettung der funf Punktspiegelungen ist eine Punktspie-
gelung, was sch aus der nebenstehenden Darstellung ergibt, in -~ Smg °Sm, ©Swg ©Swm, °Su,

der die obigen Ergebniss benutzt wurden. Weiterhin ist leicht Verschiebag
zu sehen, dassder gesuchte Eckpurkt A ein Fixpurkt dieser Punktspieglung
Abbildurg ist, dader Punkt A bei der Verkettung der flnf Verschiebng

Punktspiegelungen zunachst auf B, dieser Bildpurkt auf C
usw. bis <chliefdlich wieder auf A abgebil det wird. Damit ist A
das Zentrum dieser Punktspiegelung.

Wahlen wir nuneinen beliebigen Punkt P und bl den ihn mit
SM5 OSM4 OSM3 OSM2 OSMl ab,SOIQ |n (H. Regd P'¢ P Da'

Fixpurkt der Punktspiegelung, die P auf P* abhil det ist der
Mittelpurkt dieser Stredke; also ist A der Mittelpurkt der
Stredke PP . Ausgehend von A kénren dann de anderen Eck-
purkte des Flinfeds nacheinander durch Punktspiegelung an
den vorgegebenen Seitenmitten bestimmt werden.

Punktspieglung
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