10. Landeswettbewerb Mathematik Bayern

‘MEALTRHL ERVRF L R EIRIT

Einzelheiten zur Teilnahme findest Du auf der Riickseite oder unter www.lwmb.de.
Du kannst Lésungen zu maximal vier Aufgaben einsenden. (10. Klasse nicht A1 und A2)
Einsendeschluss ist der 08. 11. 2007.

2007

Du besuchst eine Realschule oder ein Gymnasium bis einschliefilich Klassenstufe 10.

Du méchtest deine mathematischen Fahigkeiten testen.

Du fuhlst dich von einer Aufgabe herausgefordert, wenn die Lésung nicht sofort erkennbar ist.
Du hast Ausdauer.

Dann ist dieser Wettbewerb des bayrischen Kultusministeriums genau das Richtige fur dich.

Aufgabe 1

Hans bastelt Wiirfel. Jede Seitenflidche farbt er entweder
weif oder blau.

Aufgabe 4 B’
In einem Viereck ABCD sind alle
Innenwinkel kleiner als 180°.
Spiegelt man A an B,

JE BanC, Can D und

D an A, so entsteht das

Wie viele Warfel, die sich allein durch ihre Farbung
unterscheiden, kann Hans herstellen?

Aufgabe 2 Viereck AB'C'D’.
Wie groR sind die Innenwinkel des Wie grofd ist das
Dreiecks ABC, wenn @ =12° ist? . 7/ Verhiltnis der Flachen-
A S inhalte der beiden D'
Aufgabe 3 B Vierecke?

Zwolf Teilnehmer eines Song-

Wettbewerbs werden von einer siebenképfigen Jury bewer-
tet. Jeder Wertungsrichter gibt jedem Teilnehmer zwischen

1 und 12 Punkte; dabei darf er keine zwei Teilnehmer gleich
bewerten. Wer die hchste Gesamtpunktzahl erhilt, belegt
— evtl. zusammen mit weiteren Teilnehmern — den 1. Platz.
Sanger Mike erfahrt von einem Reporter seine Gesamt-
punktzahl und gibt dazu den sachlich richtigen Kommen-
tar: , Es ist durchaus maglich, dass ich der alleinige Sieger bin.“

Bestimme die kleinste Gesamtpunktzahl, mit der Mike als
einziger den 1. Platz belegen kann.

Aufgabe 5

Bestimme alle nattirlichen Zahlen x und y mit
2X + 7y + 2007 = x).

Aufgabe 6

Gegeben sind zwei Kreise k, und k,, die sich von aulen
bertihren. Ihre Mittelpunkte sind M, und M,. Ein Halbkreis
uber [M;M,] schneidet k, in P, und k, in P,.

Zeige: Die Kreise k, und k, schneiden aus der Geraden
PP, gleich lange Sehnen aus.

Der Landeswettbewerb Mathematik Bayern wird geférdert von

‘@1Em5
INSTRUMENTS

Schutz und Sicherheit im Zeichen der Burg

NURNBERGER

VERSICHERUNGSGRUPPE Hauptsponsor

Klar, da mache ich mit! Bitte lesbar ausfiillen und mit den Aufgaben einsenden.
Bei Gruppenarbeiten fiir jedes Mitglied einen Abschnitt beilegen.
Geschlecht: [ |m [ |w

Vorname: Name:

Jahrgangsstufe: Name der Schule:

Schulort:
Gruppenarbeit: Dja [ I nein

Nummern der bearbeiteten
Aufgaben (hochstens vier!)

Ich bestatige hiermit, alle Aufgaben selbstindig bzw. nur in Zusammenarbeit

mit den Gruppenmitgliedern gelost zu haben. Unterschrift:




Teilnahmebedingungen und Hinweise

m Teilnahmeberechtigt sind alle Schiilerinnen und Schiiler aus Real-
schulen und Gymnasien bis Klassenstufe 10 einschlieRlich.

m Fiir den Wettbewerb werden die Lésungen von héchstens vier der
sechs Aufgaben gewertet. Bis einschliefRlich Klassenstufe g kénnen
diese vier Aufgaben beliebig ausgewihlt werden. Fiir Teilnehmerin-
nen und Teilnehmer der Klassenstufe 10 werden nur Lésungen der
Aufgaben 3 bis 6 gewertet.

m In der ersten Runde ist Gruppenarbeit zugelassen. Eine Gruppe kann
aus bis zu drei Mitgliedern bestehen. Besucht mindestens ein Grup-
penmitglied die Klassenstufe 10, so werden nur Lésungen zu den
Aufgaben 3 bis 6 gewertet.

m Bei jeder Aufgabe sind vier Punkte erreichbar. Jeder Teilnehmer mit
mindestens acht Punkten erhilt eine Urkunde. Dariiber hinaus wer-
den erste, zweite und dritte Preise vergeben. Einzelteilnehmer mit
Preis erhalten einen Buchpreis oder -gutschein. Fiir einen ersten
Preis sind mindestens 14 Punkte erforderlich. Alle Teilnehmer erhal-
ten eine kleine Anerkennung fiir die Teilnahme.

m Einzelteilnehmer und Gruppenmitglieder, deren Lésungen mit einem
ersten oder zweiten Preis bewertet wurden, kénnen sich aufderdem
durch die Teilnahme an der zweiten Runde fiir ein mehrtéagiges
mathematisches Seminar qualifizieren. In der zweiten Runde ist kei-
ne Gruppenarbeit mehr zugelassen.

m Zu diesen Seminaren, die in den vergangenen Jahren bei den Teilneh-
mern ein sehr positives Echo gefunden haben, werden 60 Jugend-
liche eingeladen.

m Fiir die Lésung jeder Aufgabe sind gesonderte DIN A4 Blatter zu ver-
wenden, die jeweils mit dem Namen zu versehen sind und nur ein-
seitig beschrieben und nicht gefaltet sein sollen.

m Jeder Einsendung muss der Riickmeldezettel des Aufgabenblattes
beiliegen. Er muss mit der unterschriebenen Erklarung versehen sein,
dass alle Aufgaben selbstindig bzw. nur in Zusammenarbeit mit den
Gruppenmitgliedern gelést wurden. Die verwendete Literatur ist an-
zugeben.

m Zu einer vollstindig richtigen Losung gehért insbesondere, dass alle
wesentlichen Zwischenschritte aufgefithrt und begriindet sind. Die
Angabe eines Zahlenwertes alleine oder von Beispielen geniigt nicht
als Lésung. Werden innerhalb eines Lésungswegs Eigenschaften ver-
wendet, die aus dem Unterricht bekannt sind, so ist deren Nachweis
nicht erforderlich. Auf die verwendete Eigenschaft muss jedoch bei
der Lésung hingewiesen werden.

m Unibersichtliche oder unleserliche Lésungen kénnen von der Korrek-
tur ausgeschlossen werden.

m Die Korrekturentscheidung ist endgultig und unterliegt nicht dem
Rechtsweg.

m Nach Abschluss der Korrektur (Ende Dezember) erhilt der Kontakt-
lehrer bzw. Fachbetreuer Mathematik jeder teilnehmenden Schule
Nachricht tber die Ergebnisse der Teilnehmer der Schule.

NEU: Die Aufgaben der zweiten Runde werden bereits im Dezember
2007 lber die Kontaktlehrer an die teilnahmeberechtigten Schiler
versandt.

m Eine Riicksendung der korrigierten Arbeiten ist aus organisatorischen
Griinden nicht méglich. Es empfiehlt sich deshalb, eine Kopie an-
zufertigen, um die eigenen Lésungen mit den Anmerkungen zu Kor-
rektur und den Losungsbeispielen vergleichen zu kénnen.

m Die ausreichend frankierten Zuschriften (Umschlag fir DIN A4 mit
Porto 1,45 €) sind zu richten an:

Albrecht Kliem
Landeswettbewerb Mathematik
Wirsberg-Gymnasium

Am Pleidenturm 16

97070 Wiirzburg

m Einsendeschluss ist der 8. 11. 2007
(Datum des Poststempels).

m Ubungsmaterial: Aufgaben und Lésungen vergangener Wettbewerbs-
jahre kénnen unter www.lwmb.de abgerufen werden.

Losungsbeispiele aus dem
vergangenen Jahr

Die folgenden Lésungsbeispiele von zwei
Wettbewerbsaufgaben aus der ersten Runde
des vergangenen Jahres zeigen, dass man
mit den Kenntnissen der Mittelstufe erfolg-
reich teilnehmen kann.

Aufgabe 2

Xaver addiert die Grofien der Innenwinkel eines
ebenen Vielecks und erhdlt den Wert 2006°.

Er hat dabei einen Winkel tibersehen.

Wie grof} kann dieser Winkel sein?

Antwort:
Der iibersehene Winkel ist entweder 154°
oder 334° grof3.

Begriindung:

Der gesuchte Winkel sei o, die Anzahl der
Ecken in dem Vieleck sei n.

Die Winkelsumme in einem ebenen Vieleck
mit n Ecken betrigt (n — 2) - 180°.

Damit muss gelten:

(n—2)-180° = o + 2006° und somit:

o= (n-2) - 180° — 2006°

Wir berechnen aus dieser Formel die Werte
von o fiirn =13, 14, 15 und 16:

n 13 14 15 16
o | —26° 154°| 334°| 514°

Wenn n grofler wird, wird o, auch gréfier,
wenn n kleiner wird, wird o auch kleiner.

Da zusitzlich fiir o gelten muss

0° < o < 180° oder 180° < ot < 360°,

sind 154° und 334° die einzigen méglichen
Werte.

(Ein 15-Eck mit einem Innenwinkel 154° und
ein 16-Eck mit dem iiberstumpfen Winkel

334° existieren wirklich, wie etwa aus einer
Zeichnung eines solchen Vielecks hervor-
geht, bei der man mit der Ecke mit dem ge-
gebenen Winkel o beginnt.)

Aufgabe 3
Fiir welche natiirlichen Zahlen n gibt es genau
zwei verschiedene Primzahlen, die n3—n teilen?

Antwort:
Nur fiir n = 2 und n = 3 gibt es genau zwei
verschiedene Primzahlen, die n3-n teilen.

Begriindung:

Fiir alle Zahlen n ist
n-n=n-(n2=T1)=(n=1)-n-(n+1)
das Produkt von drei aufeinander folgenden
ganzen Zahlen.

Unter drei aufeinander folgenden ganzen
Zahlen, ist stets mindestens eine durch 2
und genau eine durch 3 teilbar, d.h. die bei-
den verschiedenen Primzahlen 2 und 3 sind
stets Teiler von n3 — n. Damit muss — wenn
n die Bedingungen der Aufgabe erfiillen soll
— die Primfaktorzerlegung von n3 — n stets
die Faktoren 2 und 3 enthalten, aber keine
weiteren.

1. Fall: n =0 oder n=1: Dannistn®> —=n =0
und alle Primzahlen (das sind mehr als
zweil) sind Teiler von n® — n; d.h. n = 0 und
n =1 sind nicht bei den gesuchten Zahlen.
2. Fall: n=2: Dannistn’—-n=23-2=6
=2 - 3; damit sind 2 und 3 die beiden einzi-

gen Primzahlen, die Teiler von n® — n sind.
Also ist n = 2 eine der gesuchten Zahlen.

3. Fall: n=3: Dannistn®-n=33-3=24

=23 . 3; damit sind 2 und 3 die beiden einzi-

gen Primzahlen, die Teiler von n® — n sind.
Also ist n = 3 eine der gesuchten Zahlen.

4. Fall: n > 3 und n ist ungerade: Dann ent-
hilt die Primfaktorzerlegung von n nicht den
Faktor 2, aber einen ungeraden. Wenn also n
die Bedingungen der Aufgabe erfiillen soll,
d.h. wenn die Primfaktorzerlegung von
(n=1)-n-(n+1) und damit auch die
Primfaktorzerlegung von n keine anderen
Faktoren als 2 und 3 enthalten darf, dann
muss n eine Potenz von 3 sein.

Da n ungerade und durch 3 teilbar ist, sind
die zu n benachbarten Zahlen n — 1 und

n + 1 beide gerade und beide nicht durch 3
teilbar. Wenn die Primfaktorzerlegung von
(n=1)-n-(n+1) héchstens die Faktoren
2 und 3 enthalten sollen, dann diirfen die
Primfaktorzerlegungen von n — 1 und n + 1
also nur den Faktor 2 enthalten; die beiden
Zahlen miissen also zwei Zweierpotenzen
sein, die sich um 2 unterscheiden. Die ein-
zigen Zweierpotenzen, die diese Bedingung
erfiillen, sind 2 und 4; hieraus folgt sofort

n = 3; dies steht aber im Widerspruch zur
Fallbeschreibung. Es gibt also keine Lésung
fiir n, die zu dieser Fallbeschreibung passt.

5. Fall: n > 3 und n ist gerade: Dann sind
n—1und n + 1 beide ungerade und beide
grofer als 2; die Primfaktorzerlegungen bei-
der Zahlen enthalten also eine ungerade
Primzahl und nicht die 2. Wenn n die Bedin-
gungen der Aufgabe erfiillen soll, dann diir-
fen beide Zahlen nur den Faktor 3 enthalten.
Beide Zahlen sollen aber auch eine Differenz
von 2 haben, was einen Widerspruch dar-
stellt.

Es gibt also keine Lésung fiir n, die zu dieser
Fallbeschreibung passt.

Da mit den 5 Fillen alle méglichen Zahlen n
untersucht sind, ist der Beweis abgeschlos-
sen.
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