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12. Landeswettbewerb Mathematik 
Bayern 
Lösungsbeispiele 1. Runde 2009/2010 
 

 

 

Aufgabe 1  

Wird zu einer natürlichen Zahl ihre Quersumme addiert, so erhält man 2010. Bestimme 
alle Zahlen, bei denen dies zutrifft. 
 
Lösung: 

Die Zahlen 1986 und 2004 sind die einzigen natürlichen Zahlen, die addiert zu ihrer 
Quersumme 2010 ergeben. 
 
Vorbemerkungen: 
 

Mit QS(n) bezeichnen wir die Quersumme einer natürlichen Zahl n. 

Die gesuchten Zahlen n müssen alle kleiner als 2010 sein, da n + QS(n) = 2010 mit 
QS(n) > 0 gefordert ist. 
 

1. Beweisvorschlag: 

Die größtmögliche Quersumme einer Zahl, die kleiner als 2010 ist, ist 28: Die Zahlen un-
terhalb von 2000 haben die größte Quersumme, wenn alle Ziffern der Zahl möglichst 
groß sind. Dies ist für 1999 der Fall, wobei QS(1999)=1+9+9+9=28. Die Zahlen zwischen 
2000 und 2010 haben offensichtlich alle eine kleinere Quersumme als 28. 

Somit dürfen die gesuchten Zahlen alle höchstens um 28 unterhalb von 2010 liegen. Es 
kommen also nur die Zahlen von 1982 bis 2010 in Frage. 

Man kann nun diese 28 Zahlen einfach der Reihe nach durchprobieren und die oben ge-
nannten Lösungen finden.  

Durch einfache Überlegungen kann man jedoch weitere Zahlen ausschließen und das 
Probieren verkürzen. So kann in jedem der drei Zehnerbereiche 1980 bis 1989, 1990 bis 
1999 und 2000 bis 2009 höchstens eine Lösung vorhanden sein: Erhöht man innerhalb 
eines solchen Zehnerbereichs nämlich die Zahl um 1, so erhöht sich auch die zugehörige 
Quersumme um 1, da es ja keinen Zehnerübergang gibt. Somit erhöht sich die Summe 
aus der Zahl und ihrer Quersumme um 2.  
Nur für höchstens eine Zahl aus einem Zehnerbereich kann sich also genau 2010 erge-
ben. 

Für n = 1982 ist 1982 + QS(1982) = 1982 + 20 = 2002. Die Differenz zu 2010 ist also 8. 
Da die Summe bei jeder Erhöhung der Zahl um 1 um 2 größer wird, muss man die Zahl 
1982 um 4 vergrößern, um die richtige Summe 2010 zu erhalten.  
So findet man die erste Zahl 1986. 

Für n = 1990 ist 1990 + QS(1990) =1990 + 19 = 2009. Für 1991 ergibt sich bereits 2011 
als Summe. In dem Zehnerbereich 1990 bis 1999 kann es also keine Zahlen mit der ge-
suchten Eigenschaft geben. 

Für n = 2000 ist 2000+QS(2000) = 2000 + 2 =2002. Die Differenz zu 2010 ist also 8. 
Da die Summe bei jeder Erhöhung der Zahl um 1 um 2 größer wird, muss man die Zahl 
2000 um 4 vergrößern um die richtige Summe 2010 zu erhalten.  
So findet man die zweite mögliche Zahl 2004. 
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2. Beweisvorschlag:  

Da 2010n <  ist, gibt es Ziffern a, b, c und d, aus denen n zusammengesetzt ist. 
Also dc10b100a1000n +×+×+×=  mit 2a0 ££  und 9d,c,b0 ££ .  
Außerdem gilt dann: dcba)n(QS +++= . 
Es gibt also drei Fälle: 
 
 

Fall 1: a = 0 
 

In diesem Fall ist 
)n(QSn +  ( ) ( )dcbdc10b100 ++++×+×=  

 929119101d2c11b101 ×+×+×£×+×+×=  
 201010269114 <=×=  
 

Also ist in diesem Fall keine Lösung der Aufgabe möglich. 
 

Fall 2: a = 1 
 

In diesem Fall ist 
)n(QSn +  ( ) ( )dcb1dc10b1001000 +++++×+×+=  

 d2c11b1011001 ×+×+×+=  
 

Aus 2010)n(QSn =+  folgt: 1009d2c11b101 =×+×+× .  
Wäre 8b £ , so wäre: 1009925929118101d2c11b101 <=×+×+×£×+×+× .  
Somit ist nur b = 9 möglich und es folgt: 1009d2c119101 =×+×+× ;  
also: 100d2c11 =×+× .  
Nun ist d2100 ×-  gerade, also muss d2100c11 ×-=×  ebenfalls gerade sein.  
Da das Produkt zweier ungerader Zahlen wieder ungerade ist, muss c gerade sein.  
Wegen 9d0 ££  kann d2100 ×-  Werte von 82 bis 100 annehmen.  
Somit muss c = 8 sein, denn c = 8 ist die einzige gerade Zahl, für die c11× zwischen 82 
und 100 liegt.  

Zum Schluss folgt nun aus 100d2c11 =×+× , dass 6
2

d8100
d =

×-
=  sein muss. 

Also ist in diesem Fall nur die Lösung 19866810910011000n =+×+×+×=  der Aufgabe  
möglich. 
 

Fall 3: a = 2 
 

In diesem Fall ist 
)n(QSn +  ( ) ( )dcb2dc10b1002000 +++++×+×+=  

 d2c10b1012002 ×+×+×+=  
 

Aus 2010)n(QSn =+  folgt: 8d2c11b101 =×+×+× .  
Wäre 0b >  oder 0c > , so wäre die linke Seite dieser Gleichung zu groß. 
Es muss also 0cb ==  sein. 
Somit ergibt sich 8d2 =×  oder 4d = . 
 

Also ist in diesem Fall nur die Lösung 20044010010021000n =+×+×+×=  möglich. 
 
Aus den drei Fällen ergeben sich also genau die beiden Lösungen 1986 und 2004. 
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Aufgabe 2 
 
Jedes regelmäßige 18-Eck kann man wie in der Figur 
dargestellt in kongruente* Fünfecke zerlegen.  

Bestimme die Innenwinkel eines solchen Fünfecks. 

 
* Figuren heißen kongruent, wenn sie deckungsgleich 
aufeinander gelegt werden können. 

 

 
 
Lösung: 

Wie in der nebenstehenden Zeichnung be-
zeichnen wir die Punkte eines solchen Fün-
fecks wie üblich entgegen dem Uhrzeiger-
sinn mit A, B, C, D und  E. Dementspre-
chend werden die zugehörigen Innenwinkel 
mit a, b, g, d, e bezeichnet. 

Diese Innenwinkel sind  aaaa = 60°, bbbb = 140°,  

gggg = 100°, dddd = 80° und eeee = 160°. 

 

 
 
1. Beweisvorschlag: 

Aus der nebenstehenden Zeichnung erkennt man, dass 
der Winkel e einer der Innenwinkel im regelmäßigen 18-
Eck ist. 

Die Innenwinkel im regelmäßigen n-Eck sind alle 
o180

n
2n

×
-

. 

Für n = 18 ergibt sich also: oo 160180
18

218
=×

-
=e . 

A

B C

DE
e

 
Bemerkung: 

Man kann die Formel für die Innenwinkel im 18-
Eck auch herleiten: Alle Punkte des regelmäßi-
gen 18-Ecks liegen auf einem Kreis um den Mit-
telpunkt M. Verbindet man M mit den Eckpunkten 
so entstehen somit 18 kongruente gleichschenk-

lige Dreiecke mit dem Spitzenwinkel o
o

20
18

360
= .  

Somit sind die Basiswinkel j  in so einem gleich-
schenkligen Dreieck PMQ 

o
oo

80
2

20180
=

-
=j .  

Also sind die Innenwinkel im regelmäßigen 18-
Eck o1602 =j×=e . 

M

Q

P
20°

20°j

j
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Im Mittelpunkt des 18-Ecks stoßen sechs der 
kongruenten Fünfecke zusammen, alle diese 
sechs Fünfecke haben dort den Winkel a. Also ist 

o3606 =a×  oder a = 60°. 

Somit sind a und e bestimmt, es fehlen noch b, g 
und d. 

 

 

Wir betrachten den nebenstehend einge-
zeichneten Punkt P innerhalb des 18-Ecks: 

a
aaa

a a

 
Hier treffen zwei Fünfecke mit dem Winkel 
g und ein Fünfeck mit dem Winkel e zu-
sammen. 
Also gilt: oo 36016022 =+g×=e+g× .  
Somit: g = 100°. 
 

Ebenso entnehmen wir den Winkeln am 
Punkt R: 

ooo 36016060 =+b+=e+b+a .  
Somit: b = 140°. 
 

Schließlich ergibt sich aus den Winkeln am 
Punkt Q: 

oo 3602802 =d+=d+b× . 
Somit d = 80°. 

Damit sind alle Innenwinkel eines Fünf-
ecks bestimmt. 

P

Q

R
a

e

e

d

g

g

b

b

b

 

 
2. Beweisvorschlag:  

Wie zu Beginn des 1. Beweisvorschlags werden zunächst die Innenwinkel �  = 60o und  
�  = 160o bestimmt. 
 

Hilfssatz:  

Alle fünf Seiten im Fünfeck ABCDE sind 
gleich lang. 
 

Beweis des Hilfssatzes:  

Sind ABCDE und A’B’C’D’E’ zwei solche 
nebeneinander liegenden Fünfecke, die im 
Mittelpunkt des 18-Ecks zusammentreffen, 
so ist A = A’ und B = E’ (siehe nebenste-
hende Zeichnung).  

Da die Fünfecke kongruent sind, ist außer-
dem AE'E'A = . Somit gilt  
(1) AB'E'AAE == . 

A

B

B’

C

C’

D D’

E E’a
a
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Sind ABCDE, A’B’C’D’E’, A*B*C*D*E* drei 
Fünfecke, die wie in der Zeichnung  
aneinander liegen und den Punkt C = E’ = 
C* gemeinsam haben, so ergibt sich aus 
den gemeinsamen Strecken:  
(2) AE'E'ABC == ,  

(3) BC*C*BCD == ,  
(4) 'E'D*D*C =  folglich DECD = . 
Zusammenfassend ergibt sich aus den 
Gleichungen (1) – (4): 

DECDBCAEAB ==== .  
Alle fünf Seiten im Fünfeck ABCDE sind 
gleich lang und der Hilfssatz ist bewiesen. 

A

A’

A*

B

B* B’C
C*

C’

D

D*=D’

E

E’

E*

 

Da a = 60° und ABAE =  (siehe (1)), ist 
das Dreieck ABE ein gleichschenkliges 
Dreieck mit dem Innenwinkel 60° an der 
Spitze. Die Basiswinkel des Dreiecks ABE 
sind daher ebenfalls 60°, das Dreieck ABE 
ist somit gleichseitig. 

Im Viereck BCDE sind somit alle vier Sei-
ten gleich lang, es handelt sich um eine 
Raute. Aus den Parallelogrammeigen-
schaften folgt:   

g-=d o180 , g=e'  und d=b' . 

 

 

Aus oo 16060' =e=+e  folgt nun o100'=e : 
o100' == eg , 

oo 80180 =g-=d  und  
ooo 1406060' =+d=+b=b . 

Damit sind alle Innenwinkel eines Fünfecks bestimmt. 
 
 
Aufgabe 3 

Das Dreieck ABE ist gleichschenklig mit 
der Basis [AB]. 
 
Bestimme den Anteil der Fläche des Drei-
ecks ESC an der Fläche des Dreiecks 
ABC. 

 
 
Lösung: 

Der Anteil der Fläche des Dreiecks ESC an der Fläche des Dreiecks ABC beträgt ein 
Sechstel . 
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1. Beweisvorschlag: 
 

T ist der Mittelpunkt der Strecke [AB].  

Da das Dreieck ABE gleichschenklig ist, 
ist die Gerade ET Mittelsenkrechte im 
Dreieck ABE. 

1. Hilfssatz:  

Die Dreiecke ATE, ETB und BCE sind 
kongruent. 

 
Beweis des 1. Hilfssatzes:  

Da ET Mittelsenkrechte ist, sind die Dreiecke ATE und ETB kongruent. 
 

Für den Winkel CBAÐ  gilt nach dem Winkelsummensatz für das Dreieck ABC: 
oo0o 603090180CBA =--=Ð . 

Somit ist: ooo 303060CBE =-=Ð . 
 
Die Dreiecke ETB und BCE haben die gemeinsame Seite [EB],  ein jeweils anliegender 
Winkel beträgt  30° und die jeweils gegenüberliegen den Winkel sind  90°. Somit  sind 
diese Dreiecke  nach dem Kongruenzsatz WWS kongruent. 
 
2. Hilfssatz:  

Die Dreiecke ESC und SBC haben den gleichen Flächeninhalt. 
 

Beweis des 2. Hilfssatzes:  

Es gelten die in der nebenstehenden 
Zeichnung eingetragenen Winkelgrößen: 

·  o30EBACBE =Ð=Ð  wurde be-
reits oben begründet. 

·  o30FCB =Ð  nach dem Winkel-
summensatz im Dreieck BCF. 

·  o60ACF =Ð , da FCBÐ  und 
ACFÐ  zusammen 90° ergeben. 

·  o60BEC =Ð  nach dem Winkel-
summensatz im Dreieck BCE.  

 
Damit ist Dreieck SBC gleichschenklig und Dreieck ESC sogar gleichseitig. 
Insbesondere gilt: ESSCSB == .  
Die Dreiecke ESC und SBC haben somit gleich lange Grundseiten [ES] bzw. [SB] und 
die gleiche zugehörige Höhe [CH]. Ihr Flächeninhalt ist somit gleich, wodurch der 2. Hilf-
ssatz bewiesen ist. 
 

Aus dem 1. Hilfssatz folgt, dass das Dreieck BCE ein Drittel des Flächeninhalts des Aus-
gangsdreiecks ABC hat. Aus der 2. Behauptung folgt, dass das Dreieck ESC die Hälfte 
des Flächeninhalts des Dreiecks BCE hat. Der Anteil der Fläche des Dreiecks ESC an 
der Fläche des Dreiecks ABC beträgt also ein Sechstel. 
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2. Beweisvorschlag: 

Dreiecke, die wie das Ausgangsdreieck ABC die Innenwinkel 90°, 60°, 30° haben, nen-
nen wir „halbe gleichseitige Dreiecke“. Indem wir Parallelen und Orthogonalen zu den 
Seiten einzeichnen, bleiben diese Winkelgrößen erhalten; wir erhalten also lauter neue 
halbe gleichseitige Dreiecke. 

Wie in der folgenden Zeichnung dar-
gestellt, können wir damit das Dreieck 
ABC in zwölf kleine Dreiecke untertei-
len, die alle halbe gleichseitige Drei-
ecke sind. Da je zwei benachbarte 
Dreiecke dieser zusammenhängenden 
Figur eine Seite gemeinsam haben, 
sind alle Dreiecke kongruent. 
  
 

Das markierte Dreieck ESC besteht nun aus zwei dieser 12 Dreiecke.  

Der Flächenanteil ist also 
6
1

12
2

= . 

 

 

Aufgabe 4  

Die von Null verschiedenen Zahlen 1z  und 2z  sind die Startzahlen einer Zahlenfolge.  
Die weiteren Zahlen werden folgendermaßen gebildet: 3 2 1z z : z= , 4 3 2z z : z= , … 

Zeige: Das Produkt von 2009 aufeinander folgenden Zahlen dieser Folge ist immer eine 
Zahl der Folge. 
 
 
1. Beweisvorschlag: 

Es wird gezeigt, dass die  Folge periodisch mit der Länge 6 ist und dass das Produkt von 
6 aufeinander folgenden Zahlen  immer 1 ist, so dass es nur auf die letzten 5 der 2009 
aufeinander folgenden Zahlen ankommt. 
 
 

Mit 1z  = a und 2z  = b ergibt sich: 

a
b

z:zz 123 == ;  
a
1

b:
a
b

z:zz 234 === ;  
b
1

a
b

:
a
1

z:zz 345 === ; 

b
a

a
1

:
b
1

z:zz 456 === ;  1567 za
b
1

:
b
a

z:zz ==== ;  2678 zb
b
a

:az:zz ==== ;…  

Man erkennt, dass die in der Folge vorkommenden Zahlen nach sechs Zahlen wieder 

von vorne beginnen: a, b, 
a
b

, 
a
1

, 
b
1

, 
b
a

, a, b, 
a
b

, 
a
1

, 
b
1

, 
b
a

, a, b, 
a
b

, 
a
1

, 
b
1

, 
b
a

,….usw. 

Sechs aufeinanderfolgende Zahlen der Folge bestehen also immer genau aus den Zah-

len a, b, 
a
b

, 
a
1

, 
b
1

, 
b
a

 , aber nicht unbedingt bei a beginnend. Ihr Produkt ist 

1
b
a

b
1

a
1

a
b

ba =×××××  . 

Da 33462004 ×=  durch 6 teilbar ist, ist das Produkt von 2004 aufeinanderfolgenden 
Zahlen der Folge ebenfalls 1, denn 2004 aufeinanderfolgende Zahlen bestehen aus 334 
solchen Sechserpäckchen. 
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Das Produkt von 2009 aufeinanderfolgenden Zahlen der Folge ist also gleich dem Pro-
dukt der letzten fünf dieser aufeinanderfolgenden Zahlen, denn das Produkt der ersten 

2004 Zahlen ist 1. Die letzten fünf Zahlen bestehen aus fünf der Zahlen a,  b, 
a
b

, 
a
1

, 
b
1

, 

b
a

 . Genau eine dieser Zahlen fehlt.  

Wir schreiben  u1, u2, u3, u4, u5 für diese letzten fünf der aufeinanderfolgenden Zahlen 

und x für die noch fehlende Zahl. Dann ist 1
b
a

b
1

a
1

a
b

baxuuuuu 54321 =×××××=××××× ,  

also  
x
1

uuuuu 54321 =×××× . Somit ist das Produkt der letzten fünf Zahlen gerade der 

Kehrwert der fehlenden Zahl.  

Für jede Zahl x unter den Zahlen a,  b, 
a
b

, 
a
1

, 
b
1

, 
b
a

  kommt aber auch der Kehrwert 
x
1

 

unter den Zahlen a,  b; 
a
b

, 
a
1

, 
b
1

, 
b
a

   wieder vor, wie man direkt überprüfen kann. 

  

Somit kommt das Produkt von 2009 aufeinanderfolgenden Zahlen in der Folge vor. 
 
 

2. Beweisvorschlag: 

Die 2009 aufeinanderfolgenden Zahlen der Zahlenfolge werden wie folgt bezeichnet: 

11n uz =+ , 22n uz =+ , … , 20092009n uz =+ .  
Mit 1u  = a und 2u  = b ergibt sich: 

a
b

u:uu 123 == ;  
a
1

b:
a
b

u:uu 234 === ;  
b
1

a
b

:
a
1

u:uu 345 === ; 

b
a

a
1

:
b
1

u:uu 456 === ;  a
b
1

:
b
a

u:uu 567 === ;  b
b
a

:au:uu 678 === ;…  

Man erkennt, dass unter den 2009 aufeinanderfolgenden Zahlen nur sechs Zahlen vor-
kommen, die sich immer wiederholen:  

a, b, 
a
b

, 
a
1

, 
b
1

, 
b
a

, a, b, 
a
b

, 
a
1

, 
b
1

, 
b
a

, a, b, 
a
b

, 
a
1

, 
b
1

, 
b
a

, ….usw. 

 

Da 533462009 +×=  folgen nach 334 solcher Sechserpäckchen unter den aufeinander-
folgenden Zahlen die letzten fünf der aufeinanderfolgenden Zahlen:  

au2005 = , bu2006 = , 
a
b

u2007 = , 
a
1

u2008 = , 
b
1

u2009 = . 

Das Produkt der Zahlen eines solchen Sechserpäckchens ist 1
b
a

b
1

a
1

a
b

ba =××××× . 

Also ist das Produkt der ersten 2004 der aufeinanderfolgenden Zahlen ebenfalls 1, denn 

es wiederholen sich ja nur die ersten sechs Zahlen  a, b, 
a
b

, 
a
1

, 
b
1

, 
b
a

 insgesamt 334 

mal.  
 

Das Produkt der 2009 aufeinanderfolgenden Zahlen der Folge ist also das Produkt der 
letzten fünf Zahlen, d.h. 

a
b

b
1

a
1

a
b

bauuuuuu...uuu 20092008200720062005

1

2004321 =××××=××××××××× ��� ���� �� .  

Da 3n3 zu
a
b

+==  kommt das Produkt also in der Folge vor. 
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Aufgabe 5 
 
Im gleichschenklig rechtwinkligen Dreieck ABC (�  = 90°) schneidet ein Kreis um C die 
Kathete [CA] in D und die Kathete [CB] in E. Die Senkrechten von C und D auf die Gera-
de AE schneiden die Hypotenuse [AB] in den Punkten F bzw. G. 
 

Zeige: Die Strecken [GF] und [FB] sind gleich lang. 
 
1. Beweisvorschlag:  (Mit Spiegelung) 
 

Da das Dreieck ABC gleichschenklig mit Basis 
[AB] ist, ist es achsensymmetrisch zur Mittel-
senkrechten m von [AB]. Der Kreis um C und 
damit auch die Punkte D und E liegen daher 
symmetrisch zu m. 
Das Dreieck AEC geht also durch die Spiege-
lung an m in das Dreieck DBC über, die beiden 
Dreiecke sind also kongruent. Somit ist: 

CBDEAC Ð=Ð=b  und BDCCEA Ð=Ð=a . 

Außerdem ist o90=b+a  (Winkelsumme im 
Dreieck AEC). 
 

 

S ist der Spiegelpunkt von B an C.  
Da g = 90° ist, ist die Gerade AC die Mittel-
senkrechte zur Strecke [BS]. Somit ist das 
Dreieck BSD gleichschenklig und daher sind 
die Basiswinkel CBDÐ=b  und DSCÐ  gleich. 

Sei L der Schnittpunkt der Geraden DS mit AE. 
Nach der Winkelsumme im Dreieck ESL und 

wegen o90=b+a  ist o90ELS =Ð . DS ist also 

orthogonal zu AE. Damit ist DS die in der Auf-
gabe beschrieben Senkrechte zu AE durch D. 
Sie schneidet [AB] in G. 
Da auch CF orthogonal zu AE ist, sind CF und 
SG parallel. Nach Konstruktion ist C der Mit-
telpunkt von [BS], somit ist CF Mittelparallele 
im Dreieck BSG. 

 

Die Mittelparallele schneidet die Seite [GB] im Mittelpunkt.  

Somit ist F der Mittelpunkt von [GB] und die Behauptung ist bewiesen. 
 
2. Beweisvorschlag:  (Mit Kongruenzsätzen) 
 

Das Dreieck ABC ist gleichschenklig, d. h. BCAC = . 
D und E liegen auf demselben Kreis um C, d. h. ECDC = . 
Da die Dreiecke AEC und BCD außerdem im rechten Winkel �  = 90° übereinstimmen, 
sind sie nach dem Kongruenzsatz SWS kongruent und stimmen auch in den Winkeln 

a=Ð=Ð BDCCEA  überein. 
 

S ist der Schnittpunkt der Geraden DG und BC und L ist der Schnittpunkt der Geraden 
DG und AE. 
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Die Winkel ELSÐ  und SCDÐ  sind rechte 
Winkel, da nach Voraussetzung DG Senkrech-
te zu AE ist bzw. �  = 90° gilt. Da die Dreiecke 
DCS und ESL außer in diesen beiden rechten 
Winkeln auch noch im Winkel 

s=Ð=Ð DSCLSE  übereinstimmen, sind 
auch ihre jeweils dritten Winkel gleich groß: Es 
gilt: a=Ð=Ð=Ð CEASELCDS . 
Folglich gilt: CDSBDC Ð=a=Ð . 
 

Da die Dreiecke BCD und SDC die Seite [DC] 
gemeinsam haben und in den anliegenden 
Winkeln BDCÐ  bzw. CDSÐ  und dem rechten 
Winkel übereinstimmen, sind sie nach dem 
Kongruenzsatz  WSW kongruent. 

 

Deshalb sind die Strecken [BC] und [CS] gleich lang.  
C ist also der Mittelpunkt der Strecke [BS]. 
Da DG und CF senkrecht auf AE stehen, sind sie parallel.  
CF ist daher Mittelparallele im Dreieck SGB und halbiert als solche die Strecke [GB]. 
 
3. Beweisvorschlag:  (Mit Kongruenzsätzen) 
 

Auf der Verlängerung der Strecke [AC] über C hinaus 
wird ein Punkt D‘ mit CD'CD =  festgelegt. Die Gera-
den BD‘ und AE schneiden sich in H. 
 

Aufgrund der Vorgaben gilt: 

CACB = , CECD'CD == und o90ACE'BCD =Ð=Ð  
Nach dem SWS-Satz sind demnach die Dreiecke 
BD’C und AEC kongruent. 
Also gilt: CEAB'CD Ð=Ð  
 

Daraus folgt über die Dreiecke BD’C und AEC: 
'HADB'CD180HA'D o Ð-Ð-=Ð   

   0o 90ACEEACCEA180 =Ð=Ð-Ð-=  
 

Folglich steht die Gerade BD‘ ebenso wie Geraden FC und GD senkrecht auf AE. 
D.h BD‘, FC und GD sind parallel. 
Demnach ist der Strahlensatz anwendbar, nach dem gilt: 1:1CD:'CDFG:FB ==  
F ist Mittelpunkt von [GB].
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Durch einen Druckfehler wurde die ursprüngliche Auf gabenstellung verändert. 
Statt wie geplant 2009 2010 wurde die Zahl 20092010 gedruckt. Auch diese verän der-
te Aufgabenstellung ergab eine sinnvolle und beantw ortbare Frage.  
Hier werden Lösungen von beiden Aufgaben dargestell t. 
 
Aufgabe 6 (wie im Angabenblatt abgedruckt) 
 
Ein Glücksspielautomat wählt zufällig einen Teiler der Zahl  20092010  aus und zeigt sei-
ne Einerziffer an. 

Auf welche Ziffer sollte ein Spieler setzen? 
 
Lösung: 

Die 0 und die 5 sind die häufigsten Einerziffern unter den Teilern von 20092010.  
Also sollte man auf die 0 oder die 5 setzen. 
 
Beweisvorschlag 
 

Es gilt die Primfaktorzerlegung: 20092010 = 2·5·859·2339 
 

Der Nachweis, dass 859 und 2339 Primzahlen sind, kann erfolgen durch 
 

- einen Verweis auf eine Primzahltabelle, 
- den Nachweis, dass keine Primzahl �  859 < 30 bzw. �   2339 < 49 Teiler von 

859 bzw. 2339 ist. 
 

Damit hat 20092010 die folgenden  
 

Teiler:  Teiler:  
1  4295 = 5·859 
2  11695 = 5 ·2339 
5  2009201 = 859·2339 

859  8590 = 2·5·859 
2339  23390 = 2·5·2339 

10 = 2·5 4018402 = 2·859·2339 
1718 = 2·859 10046005 = 5·859·2339 
4678 = 2·2339 20092010 = 2·5·859·2339 

 
Man sieht:  
Die Endziffern 0 und 5 kommen bei jeweils genau vier Teilern vor, während die Endziffern 
1, 2, 8 und 9 nur bei jeweils zwei Teilern vorkommt. 
 
Damit erhält man die folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung: 
 
Endziffer: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
 

Wahrscheinlichkeit: 
4
1

 
8
1

 
8
1

 
 

0 
 

0 
4
1

 
 

0 
 

0 
8
1

 
8
1

 

 

Man sollte also auf die Ziffer 0 oder die Ziffer 5 setzen. 
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Aufgabe 6  (wie ursprünglich vorgesehen) 
 
Ein Glücksspielautomat wählt zufällig einen Teiler der Zahl  20092010  aus und zeigt seine 
Einerziffer an. 

Auf welche Ziffer sollte ein Spieler setzen? 
 
Lösung: 

Die 1 ist die häufigste Einerziffer unter den Teilern von 20092010. Also sollte man auf die 1 
setzen. 
 
Beweisvorschlag 
 

Vorbemerkung: 
 

Die Einerziffer des Produkts zweier Zahlen a und b ist die Einerziffer des Produkts der 
Einerziffer von a mit der Einerziffer von b. 
 

Begründung: 
 

Wenn 1a  die Einerziffer von a ist, so existiert eine Zahl a2 mit 12 a10aa +×= .  
Analog gilt 12 b10bb +×= , wobei die Einerziffer 1b  von b ist.  
Damit gilt: ( ) ( ) ( ) 112112221212 ba10baba10bab10ba10aba ×+××+×+××=+××+×=× . 
Die Einerziffer von ba ×  ist also die Einerziffer von 11 ba × . 
 

Nun zum Beweis der Aufgabe. 
 

Die Zahl 2009 hat die Primfaktorzerlegung 72 � 41 
Damit hat die Zahl  20092010 die Primfaktorzerlegung 74020 � 412010. 
Ein Teiler der Zahl 20092010 hat also die Form 7m � 41n  mit  0 �  m �  4020 und 0 �  n �  
2010. 
 

Nach der Vorbemerkung ist die Einerziffer von 41n für alle n immer 1. Wieder nach der 
Vorbemerkung ist damit die Einerziffer von 7m � 41n  gerade die Einerziffer von 7m. Der 
Exponent m kann dabei 4021 verschiedene Werte annehmen. 
 

Die Potenzen zur Basis 7 haben folgende Einerziffern: 
Einerziffer von 70: 1 Einerziffer von 71: 7 Einerziffer von 72: 9 Einerziffer von 73: 3 
Einerziffer von 74: 1 Einerziffer von 75: 7  usw. 
 

Nach der Vorbemerkung wiederholen sich nun die Ziffern 1, 7, 9, 3, 1, 7, 9, 3 …, da die 
nächste Einerziffer aus der vorigen immer durch Multiplikation mit 7 hervorgeht. 

·  Die gezeigte Ziffer ist 1, wenn der Exponent m ein Vielfaches von 4 ist. Das ge-
schieht in 1006 von 4021 möglichen Fällen. 

·  Die gezeigte Ziffer ist 7, wenn der Exponent m bei der Division durch 4 den Rest 1 
hat. Das geschieht in 1005 von 4021 möglichen Fällen. 

·  Die gezeigte Ziffer ist 9, wenn der Exponent m bei der Division durch 4 den Rest 2 
hat. Das geschieht in 1005 von 4021 möglichen Fällen. 

·  Die gezeigte Ziffer ist 3, wenn der Exponent m bei der Division durch 4 den Rest 3 
hat. Das geschieht in 1005 von 4021 möglichen Fällen, da 4020 durch 4 teilbar ist. 

 

Somit kommt die 1 als Einerziffer am häufigsten vor. 
Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Automat die Ziffer 1 anzeigt, etwas größer  
(1006 > 1005) als dass er die Ziffern 3, 7 oder 9 anzeigt. Da er die übrigen Ziffern gar 
nicht anzeigt, sollte der Spieler auf die Ziffer 1 setzen. 


