Landeswettbewerb Mathematik 2004/2005

Bayern
Ldsungsvorschlage fur die
Aufgaben der 2. Runde

Aufgabe 1

Die zw0lf naturlichen Zahlen 1, 2, ..., 11, n (n>11) werden an die Kanten eines Oktaeders
geschrieben. An jede Ecke schreibt man die Summe der vier Zahlen, die an den dort
stehenden Kanten stehen.

Fur welche Werte von n kann man an allen Ecken denselben Summenwert erhalten?

Ergebnis:

Man kann an allen Ecken genau dann denselben Summenwert erhalten, wenn n = 12 oder
wenn n = 15.

Beweis :
1. Die Bedingung ist notwendig:

Sei n so gewahlt, dass an jeder der sechs Ecken der gleiche Summenwert steht; diesen
nennen wir "Eckenzahl" und verwenden fur ihn die Variable e.

Da jede Kante zu genau zwei Ecken gehért und ihre Kantenzahl damit in genau zwei
Eckenzahlen eingeht, ist die Summe aller Eckenzahlen doppelt so grof3 wie die Summe
der Kantenzahlen; es ist also

6e = (1+2+ ... +11+n)-2 = 132+2n oder e :@ =22 +g.
Da die Eckenzahl e eine naturliche Zahl ist, erhalten wir als erste notwendige

Bedingung: n muss durch 3 teilbar sein.

Nun betrachten wir die beiden Ecken, die zur Kante mit Kantenzahl n gehéren. Wie an
jeder anderen Ecke des Oktaeders treffen dort jeweils weitere drei Kanten zusammen;
deren Kantenzahlen seien mit xi, X2, X3 bzw. X4, X5, Xg bezeichnet. Mit diesen Bezeich-
nungen ist e = X;+Xo+X3+N = X4+Xs+Xe+n oder 2(e — n) = X3 +Xo+X3 + X4+Xs5+Xe.

Die Zahlen xi, X2, X3, X4, X5, X¢ SiNd paarweise verschiedene natirliche Zahlen, daher ist
2(e—n) = X3 +Xo+Xz+ Xg4+Xs5tXg = 1+2+3+4+5+6 = 21, d.h. (e-n) = 10,5. Hier setzen wir

das obige Ergebnis e =22 +g ein und und l6sen nach n auf: 22 +g -n=2105 =

n < 17,25. Zusammen mit der Voraussetzung in der Aufgabenstellung erhalt man als
zweite notwendige Bedingung: 11 <n<17,25.

Zusammen mit der ersten notwendigen Bedingung folgt n = 12 oder n = 15.
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2. Die Bedingung ist hinreichend:

Sei n =12 (hieraus ergibt sich die Eckenzahl e = 22 + 12:3 = 26), oder n = 15 (hieraus ergibt
sich e = 22 + 15:3 = 27). Durch geschicktes Probieren findet man die folgenden Beschrif-
tungen, die die Bedingungen der Aufgabe erfillen:

n=12: n=15:

(Bei Probieren geht man am besten zunachst von der Kante mit Kantenzahl n aus und
untersucht die méglichen Ergdnzungen mit drei verschiedenen Summanden auf die
berechnete Eckenzahl.)
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Aufgabe 2

Auf der Seite [AB] eines Dreiecks ABC liegt ein von A und B verschiedener Punkt P. Zwei
Geraden durch P zerlegen die Dreiecksflache in drei Teile.
Konstruiere die Geraden so, dass die drei Flachenstiicke den gleichen Inhalt haben.

1. Lésungsmaoglichkeit:

Voruberlegung:

Gegeben sind ein Dreieck ABC und ein Punkt P auf der Halbgeraden [AB.
Ist Q der Schnittpunkt der Parallelen zu PC durch B mit der Geraden AC, dann haben die
Dreiecke ABC und APQ den gleichen Flacheninhalt.

Beweis der Voriberlegung:

Der Flacheninhalte Fagoc und Fagop sind gleich, da beide
Dreiecke die gleiche Grundseite [BQ] und die gleiche C
Hohe haben.

Ist S der Schnittpunkt der Strecken [BC] und [PQ)], so gilt:
Fapse = Fasop - Faos = Fasoc - Fasos = Facso.

Damit gilt:

Faasc = Foapsc + Fassp = Foapsc + Facso = Faaro.

A P B
Losung der Aufgabe:

Man konstruiert auf der Strecke [AB] die Teilungspunkte Tiund T, mit
AT, =T,T,=T,B= %E .

Die Parallelen zu PC durch T; bzw. T, schneiden [AC] oder [BC] in Q1 bzw. Q.
Dann sind die Geraden PQ; und PQ- die gesuchten Geraden.

Beweis:

Das Dreieck ABC wird durch die
Strecken [T1C] und [T2C] in drei gleich
grof3e Dreiecke geteilt, da diese Dreiecke
gleich lange Grundseiten und Hohen
haben.

Fall 1: PO[T1T>], Q:0[AC]C Q,0[BC]

Auf Grund der Voruberlegung A
haben die Dreiecke APQ; und

BQ2P und damit auch das Viereck PQ>CQ; den Inhalt %[IFAABC.

Die Geraden PQ; und PQ; sind demnach die gesuchten Geraden.
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Fall 2:

Fall 3:

PD[AT]_], d.h. Q]_, QZD[BC]

Auf Grund der
Voruberlegung haben die
Dreiecke PBQ, und PQ,Q:1
und damit auch das
Viereck APQ;C den Inhalt

FAABC:3-
Die Geraden PQ; und PQ; sind demnach die gesuchten Geraden.

PU[T2B], d.h. Q1, Q2LU[AC]

In diesem Fall ist der Beweis analog zu Fall 2. Nur die Rolle von A und B ist
vertauscht.

Beweisvariante ohne die Voruberlegung:

Falll:

1

Fapo, = = AP [d(Q,; AB)

Ef& (Strahlensatz mit Zentrum A)

I\)lH N

|
>

P [h, E—L (Strahlensatz mit Zentrum A)

%me %msmczémwc

[SO R

|:H:AABC

Analog (nur mit Zentrum B bei Anwendung des Strahlensatzes): Fypgq,

Damit gilt auch: Fog,o,c = %[IFAABC

Fall 2: Fpppy, = %[IP_ [@(Q,; AB)

= %[ﬁﬂhc % (Strahlensatz mit Zentrum B)

= %[ﬁﬂhc % (Strahlensatz mit Zentrum B)
1 — 11— 1

= E[BTZ [ﬂ]c = E%mBmc = EEH:AABC
1 1

FAPQZQl = EEQZQ]' m(P,BC) = E m(P BC)
e o1

APBQ, g [H:AABC

Damit gilt auch: Fypq o = %[IFAABC

Fall 3: Analoge Argumentation wie im Fall 2 nur mit Zentrum A bei Anwendung des

Strahlensatzes.
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2. Losungsmaoglichkeit:

Das gegebene Dreieck ABC wird
zum Parallelogramm ABCD ergéanzt.
Dieses Parallelogramm hat den
doppelten Flacheninhalt wie das
Dreieck ABC.

Die Seite [CD] wird durch den Punkt
E im Verhaltnis 1:2 von C aus
geteilt. Dann hat das Dreieck PCE
(genauso wie EAC) ein Sechstel
des Flacheninhalts des
Parallelogramms ABCD und daher
ein Drittel des Inhalts von Dreieck
ABC.

Nun wird die Parallele p; zu PC
durch E konstruiert und an PC
gespiegelt. Das Spiegelbild ist pa. p1

Wenn PB >EC :%Dﬁ ist, so ist

/
//pZ
7/

der Abstand von B zu PC groR3er als der von E zu PC und daher schneidet die Gerade p, die
Strecke [BC] in einem Punkt F.

Da die beiden Parallelen nach Konstruktion von PC denselben Abstand haben, ist APFC
flachengleich mit APCE. Der Flacheninhalt der beiden Dreiecke ist ein Drittel des
Flacheninhalts von AABC. Nun verschiebt man die Strecke [CF] langs CB so, dass F auf B
fallt. Der Bildpunkt von C heif3t Q;.

APBQ; hat denselben Flacheninhalt wie APFC, da beide Dreiecke gleichlange Grundseiten

und Hohen haben. Somit ist die Gerade PQ; fur den Fall PB Z%Dﬁ konstruiert.
Wenn PB = % [AB ist, so liegt auch der zweite Teilpunkt Q. auf [BC]. Man erhalt ihn durch
Spiegelung von B an Q. In diesem Fall ist BQ, < %%

Im Fall %Dﬁ <PB< % [AB ist die Strecke [BQ:] langer ist als die Halfte der Seite [BC],

also liegt der zweite Teilpunkt auf [AC]. Diesen Teilpunkt erhalt man auf analoge Weise wie
den Teilpunkt Q; auf [BC], man erganzt nur das Dreieck ABC zu einem Parallelogramm,
dessen eine Seite [AB] ist und dessen andere Seite auf AC liegt.

Genauso kann man schlieRlich verfahren, wenn PB < % [AB. Dann liegen beide Teilpunkte

auf der Strecke [AC]. Der erste Teilpunkt wird so konstruiert, wie es gerade flir Q, beschrie-
ben wurde. Den zweiten erhalt man in diesem Fall durch Spiegeln von A am ersten Teilpunkt.
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Aufgabe 3

Die drei gekennzeichneten Winkel sind jeweils 45%W inkel.
Bestimme den Anteil der markierten Flache an der
Kreisflache.

Vorbemerkungen

Die gemeinsamen Punkte von Kreis und Winkel werden
wie in der untenstehenden Figur mit A, B, C, D und E
bezeichnet.

1. Der Winkel DAEB hat nach Aufgabenstellung die Weite 45° Es ist de r Umfangswinkel zur
Sehne [AB]. Der zugehoérigen Mittelpunktswinkel CJAMB hat daher die doppelte Weite, also
90° Analog ist [IBMC ein rechter Winkel als Mittelpunktswinkel zur Sehne [BC].

2. Die Winkel JAMB und OBMC erganzen sich also zu 180° Die Strecke [AC] ist d eshalb
ein Kreisdurchmesser und halbiert den Kreis.

3. Esist IDME = 90° denn dieser Winkel ist der Mittelpunktswinke | zur Sehne [ED], die nach
Aufgabenstellung den Umfangswinkel ODBE = 45°hat.

1. Lésungsmaoglichkeit:

Mit A1, Az, ..., As werden die Flacheninhalte der
in der nebenstehenden Figur gekennzeichneten
Dreiecke PBM usw. bezeichnet.

Behauptung: AL+ A=Az + Ag

Wenn diese Behauptung gezeigt ist, so kann man
die Dreiecke PBM und BQM statt APE und QCD
markieren. Die markierte Flache bleibt dabei
gleich grof3 und ihr Anteil an der Kreisflache ist
somit der eines Halbkreises, also .

Beweis der Behauptung:

Das Dreieck BDM ist gleichschenklig mit dem
Basiswinkel €. Da [EM] orthogonal zu [DM] ist
(Vorbemerkung 3), hat der Winkel an der Spitze
des gleichschenkligen Dreiecks AME die Weite
2¢. Das Dreieck BDM mit den Schenkellangen r
und dem Basiswinkel € l&sst sich, wenn man es
entlang der Mittelsenkrechten zur Basis auftrennt,
in ein flachengleiches Dreieck mit den
Schenkellangen r und der Winkelweite 2e umlegen. Dieses Dreieck ist dann kongruent zum
Dreieck AME (Kongruenzsatz SWS). Deshalb sind die Dreiecke AME und BDM
flachengleich. Entsprechend sind die Dreiecke CDM und EBM flachengleich (verwende

¢ statt €). Es ergibt sich

Ar+ As=As + Agund A1 + As = Az + A,
Addiert man die linken bzw. rechten Seien dieser zwei Gleichungen und vereinfacht, so folgt
daraus: A; + A, = Az + As. Die Behauptung ist also bewiesen.
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Variante zur 1. Losungsmoglichkeit:

In der 1. L6sungsmaglichkeit wurde die Flachengleichheit der Dreiecke AME und BDM bzw.
der Dreiecke CDM und EBM bewiesen. Diese Flachengleichheit kann man auch mit etwas
Trigonometrie zeigen:

Das Dreieck BDM ist gleichschenklig mit Basis [BD], Basiswinkel €, und Schenkellange r.
Wenn man als Grundseite g die Basis [BD] nimmt und mit h die zugehdrige Hohe bezeichnet,

so gilt cos(¢) 25 und sin(¢) :?. Der Flacheninhalt von ABDM ist daher

Freom =%gh =%2rcos(5)rsin(£) :%rzsin(z(s), denn es gilt die Beziehung

sin(2¢) = 2sin(&)cos(¢) (vgl. Formelsammlung).
Es ist wie in der 1. L6sungsmaoglichkeit DEMA = 2¢. Der Flacheninhalt des gleichschenkligen

Dreiecks AME ist daher F,,,,c =%rzsin(180° -2¢) =%rzsin(2£) , also Faame = Fagpw.

Die analoge Berechnung liefert: Faesm = Facowm.
Wie in der 1. Losungsmaoglichkeit folgt aus dieser Flachengleichheit die Behauptung.

2. Lésungsmaglichkeit:

Fasst man die gegebenen 45°-Winkel als
Winkel an Geradenkreuzungen
(Z-Winkel) auf, so folgt:

[DC] || [BE] und [BD] || [AE]. (1)

Nach Vorbemerkung 2. ist der gegebene
Kreis der Thaleskreis Uber [AC], d.h.

[AD] O [DC] und [AB] O [BC]. (2)

Aus (1) und (2) folgt:

[AD] O [EB] und [EC] O [BD].

Es ergeben sich die gleichschenklig-

rechtwinkligen Dreiecke AFE, EFG,
GHD, HCD, FBD und ABM.

Bezeichnet man die Lange der Strecke
[AF] mit x, so gilt: x = AF=EF =FG.
Bezeichnet man die Lange der Strecke
[BF] mit y, so gilt: y=BF =FD und
GD=y-x.

Mit dem Satz des Pythagoras folgt: BD =+/2y und GH=HD =HC = y\/_fx _

Der Satz des Pythagoras, einmal angewandt auf das Dreieck ABF und einmal auf das
Dreieck ABM, liefert die Beziehung x* +y? =r? +r? = 2r?.

Damit ergeben sich die Flacheninhalte der Dreiecke ABE und BCD zu
1 12,1 1 (y-x)_1, 1
Fasse =5 XX +Y) =X+ 2% und Fuaco zzﬁy(fj =Y TN
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Somit ist: FAABE +FABCD :%X(X+y):%X2 +%y2 :I’Z.

Die markierte Flache besteht aus dem Halbkreis von A Uber B zu C ohne das Dreieck ABC,
aber erganzt um die Dreiecke BCD und ABE. Somit ist ihr Flacheninhalt:

2 2 2
TIr TIr
= —r2+4r2=

- FAABC + FAABE + FABCD

Die markierte Flache ist halb so grol3 wie die Kreisflache.

3. Losungsmaglichkeit:

Der obigen Zeichnung kann man entnehmen, dass genau die Hélfte des Kreises in der
Aufgabe dunkel markiert ist. Es ist a=45° die rechten Winkel ergeben sich gemal} der
Voruberlegungen. In der Zeichnung ist das gesamte Kreisinnere farbig gezeichnet.

Da OAEB =45°und JAEC =90° folgt OBEC =45°; auRerdem: AD 0 BE.

Aus beiden Aussagen folgt: Das gelbe Viereck ist ein Drachenviereck.

Analog kann gezeigt werden, dass auch das griune Viereck ein Drachenviereck ist.

Genau die Halfte der gelben und griinen Drachenvierecke gehort gemaf Aufgabenstellung
zur markierten Flache. Die beiden hellblauen Kreissegmente sind Segmente von
Viertelkreisen wegen der rechten Winkel, also ebenfalls gleich grof3. Das obere Segment
gehort nicht zur markierten Flache, das untere Segment gehort dazu. Die rosa markierten
Restflachen, die oberhalb von [AC] liegen, kann man genau zu dem rosa Segment unterhalb
von [AC] zusammensetzen, denn es ist das Segment eines Viertelkreises. Nur das
Kreissegment unterhalb von [AC] gehdrt zur markierten Flache. Genau die Halfte des Kreises
ist also markiert.
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Aufgabe 4

Welche Stammbriche lassen sich auf genau eine Weise als arithmetisches Mittel von zwei
verschiedenen Stammbrichen darstellen?

Bemerkung:
Ein Stammbruch ist ein Bruch mit dem Zahler 1 und einer natirlichen Zahl als Nenner.
L6sung:

Ein Stammbruch lasst sich genau dann auf genau eine Weise als arithmetisches Mittel von
zwei verschiedenen Stammbrtchen darstellen, wenn der Nenner eine ungerade Primzahl
oder das Doppelte einer Primzahl ist.

1. Beweismoglichkeit:

Nach Aufgabenstellung soll untersucht werden, fiir welche natirliche Zahlen n die Gleichung
%[ﬁi +%j :% genau zwei Lésungspaare (ai;b;) und (az;b2) mit a i# b; sowie a; = b, und

a, = b, besitzt.

Durch Aquivalenzumformungen erhalten wir

— 2
1 1+1 :Emizg—lwlzzm n@ = bl]] @a:E'FEGL (*)
2la b)) n a n b a b [ 2 -n 2 2 2[-n
Fall 1: nistgerade; d.h. n = 2-c flr eine geeignete positive ganze Zahl c.
2 2
Dann erhéalt die letzte Gleichung die Form a=c+£Gn7 = a=c+ ¢ .
2 2b-n b-c

Aus (*) und der davor stehenden aquivalenten Gleichung folgt, dass a genau dann
eine natiirliche Zahl ist, wenn b-c ein positiver Teiler von c? ist.

Fall1.1: c= 1. Dannistn =2, b =2 und a = 2; d.h. es gibt keine Lésung mit
verschiedenen a und b.

Fall 1.2 cist Primzahl. Dann hat c? die paarweise verschiedenen Teiler 1, ¢ und c?

und nur diese; es ist also entweder

bi-c=1, alsob;=c+l und a;=c+c® oder

b,-c=c, alsob,=2.c und a,=2.c oder

bs—c =c? alsobs=c+c? und as=c+l.
Die erste und dritte Mdglichkeit fihren zum gleichen Paar von
Stammbrichen, die (*) erfillen, die mittlere Méglichkeit fihrt zu einem Paar
identischer Stammbriiche.

Fall 1.3 Ist ¢ keine Primzahl, also ¢ = p-q fir geeignete ganzzahlige p und q, die
beide gréRer als 1 sind. Dann hat c¢® mindestens die verschiedenen Teiler 1
und p; wir konstruieren Lésungen tber

bi-c=1, alsob;=c+l und a;=c+c?® oder
b,~c=p, alsob,=c+p und a,=c+p-q°.
Da p>1,q>1undp-q-=c’
ist by =c+l <b,=c+p<a,=c+p-of < a; = c+c;
wir haben im Fall 1.3 also zwei verschiedene Paare von Stammbriichen
gefunden, die (*) erfullen.
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Fall 2: nist ungerade. Analog der obigen Uberlegung ist die Zahl a genau dann eine
natiirliche Zahl, wenn 2-b-n ein positiver Teiler von n? ist.

Fall 2.1: n=1. Dann ist 1 der einzige Teiler von n? = 1, also 2-b-1 = 1; hieraus erhalt
man b =a = 1; d.h. es gibt keine L6sung mit verschiedenen a und b.

Fall 2.2 nist ungerade Primzahl. Dann hat n® die Teiler 1, n und n? und nur diese;
es ist also entweder
2-b-n=1, alsob;=%(n+1) und a; = o-(n+n?) oder
2:b,-n=n, alsob,=n und a, = Yo-(n+n) =n oder
2-bs—n =n?, also by = Y,-(n+n?) und az= /,-(n+1)
Die erste und dritte Mdglichkeit fihren zum gleichen Paar von Stamm-
briichen, die (*) erfillen, die mittlere Moglichkeit fuhrt zu einem Paar
identischer Stammbriiche.

Fall 2.3 nist ungerade, grof3er als 1 und keine Primzahl, d.h. esist n = p-q fur
geeignete ganzzahlige p >1 und q >1. Ferner hat n?> mindestens die
paarweise verschiedenen Teiler 1 und p; Uber diese konstruieren wir die
LOosungen

2:b;-n=1, alsob;="(n+l) und a;= »-(n+n®) oder
2-b,-n=p, alsob,="-(n+p) und a; = /- (n+p-o).
Dan>2, p>1,q>1undn’=p*d,
ist by = Y5-(n+1) < by = 5-(n+p) < @z = o-(n+p-f) < a1 = Yo-(n+n?);
wir haben im Fall 2.3 also zwei verschiedene Paare von Stammbrichen
gefunden, die (*) erfullen.

Insgesamt haben wir also nachgewiesen, dass es genau in den Féllen "n ist Doppeltes einer
Primzahl" und "n ist ungerade Primzahl" genau ein Paar von Stammbrtchen gibt, deren
arithmetisches Mittel der Kehrwert von n ist.

2. Beweismoglichkeit:

Erster Teil : Die Bedingung ist notwendig.

Sei also n ein ungerade Primzahl (Fall (1)) oder das Doppelte einer Primzahl (Fall (2)). Es
wird in beiden Féllen gezeigt, dass es genau ein ungeordnetes Paar verschiedener
Stammbriiche gibt, deren arithmetisches Mittel den Wert */, hat.

Fall 1: Der Nenner n des Stammbruchs sei eine ungerade Primzahl p.

Wir betrachten die Gleichung %[ﬁl +Ej _1 mit der Nebenbedingung x £y (*).

X y) p

Schreibt man diese Gleichung in der Form L +i = 1 so sieht man 1 <1,
2x 2Ly p 2x p
also 2:x > p, ebenso folgt 2:y >p. Esistalso 2-x=p +qund 2-y = p + r flr geeignete
1 1

+— ==
p+q p+r p

Durch Multiplikation mit dem Hauptnenner (p + q)-(p + r)-p erhalt man die

notwendigen Bedingungen (p +r)-p+ (p +q)-p = (p+r)-(p + q) bzw. p> = q-r.

positive ganze Zahlen r und g. Damit lautet die Gleichung

Da p eine Primzahl ist, folgt hieraus q =r = p (Fall 1.1) oder g = 1 und r = p? (Fall 1.2)
oder q = p? und r=1 (Fall 1.3).
Wir untersuchen, zu welchen Losungen diese mdglichen Zerlegungen fihren:
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Fall1.1,alsog=r=p.Dannist2:x=p+qund2:y=p+r,alsox=y=p.im
Widerspruch zur Bedingung x # y.
Damit fhrt diese Zerlegung zu keiner Lésung von (*).

Fall1.2,alsoq=1,r=p® Dannist2:x=p+q=p+1und2-y=p+r=p+p-

_p+1 _p+p’
2

Diese Bedingung erfllt allein das Paar x == und y ; offensichtlich ist

die Bedingung x # y erfullt und der Mittelwert von 1 und 1 ist wie gefordert

X y
11 1 1 1 p+1 1
E p+1+p+pz = +1+ 2:( +1) -
Fall 1.3, also g = p? und r=1. Dieser Fall fiihrt mit vertauschtem g und r bzw. x und y
zum gleichen Paar verschiedener Stammbruchen wie im Fall (1.2).

. . 1 . . : .
Falls p ungerade Primzahl ist, kann also — auf genau eine Weise als arithmetisches
Y

Mittel von zwei verschiedenen Stammbrichen dargestellt werden.

Fall 2: Der Nenner n des Stammbruchs sei das Doppelte einer Primzahl p, also n = 2-p.

Wir betrachten die Gleichung %Eﬁl +EJ = ﬁ mit x <y. Aus der aquivalenten Form

Xy

i+E=i sieht manx>pundy>p;esistalsox=p+qundy=p +rflr geeignete

X'y p
positive ganze Zahlen rund q.

+i :l oder p2 =qr.

p+tq p+r p
Wie im Fall 1 schlie3t man: Da p eine Primzahl ist, folgt hieraus g =r = p (Fall 2.1)
oder q = 1 und r = p? (Fall 2.2) oder q = p® und r=1 (Fall 2.3). Wir untersuchen, zu
welchen Losungen diese mdglichen Zerlegungen flhren:

Damit lautet die Gleichung

Fall2.1 g=r=p,also x =y im Widerspruch zur Forderung x # .
Fall2.2 g=1undr=p% Dannistx=p+qg=p+1lundy=p+r=p+p>

Dieses Paar erfillt die Bedingung x£y und der Mittelwert von 1 und 1 ist wie
X y

gefordert1 1 + ! > |= prl _ 1 .

2 (p+1 p+p?) (p+)pR 2

Fall 2.3 q=p?und r = 1. Dieser Fall filhrt mit vertauschtem q und r bzw. x und y
zum gleichen Paar verschiedener Stammbriche wie im Fall (2.2).

Falls p Primzahl ist, kann also Ty auf genau eine Weise als arithmetisches Mittel von

zwei verschiedenen Stammbrtichen dargestellt werden.

Zweiter Teil : Die Bedingung ist hinreichend:

Sei also n weder ungerade Primzahl noch das Doppelte einer Primzahl. Dann ist entweder
n =2 (Fall 1) oder n ist das Doppelte einer zusammengesetzten Zahl (Fall 2) oder n ist das
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Produkt zweier ungerader positiver ganzer Zahlen (Fall 3). In allen Fallen wird gezeigt, dass
es zur Gleichung %[ﬁl +Ej -1 entweder kein Losungspaar (x;y) mit X # y gibt oder aber
X y) n

mindestens zwei verschiedene ungeordnete Losungspaare (x;y) mit X # y:

Fall 1: (n=2): Ware % der Mittelwert zweier verschiedener Stammbriche, dann ware einer

dieser Stammbriche groéRRer als % Einziger solcher Stammbruch ist aber 1=:—L.

Dann musste der Wert des anderen Stammbruchs 0 sein; O ist aber kein
Stammbruch.

Fall 2: Es st also n = 2-f-g flr geeigneten positven ganzen Zahlen f>1 und g > 1.

Dann sind (xg;y1) und (X2;y2) mitx; = f-g+ 1, y; = f-g+ (f-gfund x, = f-g +f, y, = f-g +

f.g° zwei offensichtlich ganzzahlige Lésungspaare der Gleichung %EEE +1j = 1.

X y) n
Dies folgt aus den Rechnungen.

1[E 1 1 J_l fg+1 J_ 1 1
= + == = == bzw.
2 (flg+1 flog+(fry)?®) 2 (fo+(fm)?>) 200@ n

E ! + 1 :1 g+1 = 1 :1
2 (flg+f fo+fy?) 2 (fog+fo®) 200G n

Wegen f > 1 und g > 1 ist nicht nur x; # yi, sondern sogar xi<y;. Da zusatzlich auch
X1 < X2 (wiederum wegen f > 1 und g > 1), sind die beiden Lésungspaare wirklich
verschieden.

Fall 3: Es st also n = f.g fur geeignete ungerade positive ganzen Zahlenf>1 und g > 1.

Dann sind (x1;y1) und (x2;y2) mit x; = (f-g + 1):2, y1 = (f-g + (f-g)?):2 und x, = (f-g +

f):2, y» = (f-g + f-¢f):2 an zwei Losungspaare der Gleichung %[E1+£j =£, wie die
X y) n

Rechnungen

14 1 L =_forl 1 1

2 ((fg+1):2 (fo+(f@°):2) fo+fm* fO n

1 1 1 g+1 1 1 _ .

= + = = == zeigen

Ztﬁ(f@+f):2 (fﬁg+f@2):2j flg+fH> flg n

Da f und g beide ungerade sind, sind sowohl f-g+1 als auch f-g+(f-gf gerade ganze
Zahlen und somit (x3;y1) und (X2;y») beides Paare ganzer positiver Zahlen. Wegen f >
1 und g > 1 ist nicht nur x; # y;, sondern sogar x;<y;. Da zusatzlich auch x; < x»
(wiederum wegen f > 1 und g > 1), sind die beiden Losungspaare wirklich
verschieden.

Damit ist auch der zweite Teil bewiesen und der Beweis ist vollstandig.
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