3. Landeswettbewerb M athematik Bayern
2. Runde 20002001 - Aufgaben und L 6sungsbeispiele

Aufgabe 1
Auf einer Tafel stehen 40 paitive, ganze Zahlen in adht Zeilen undfinf Spalten angeordnet.
Die Zahlen dirfen nur auf folgende zwei Arten abgedndert werden:

(2) AlleZahlen einer Zeil e werden verdopyelt.

(S) AlleZahlen einer Spalte werden um 1 vermindert.
Kann man so erreichen, dass40-mal die Zahl Null auf der Tafel steht?

L6sung

Man kann erreichen, dass40-mal die Zahl Null auf der Tafel steht. Das folgende Verfahren hat zunachst
das Zidl, schrittweise dl e Zahlen einer beli ebigen Spalte ,,auf Null zu bringen”. Beschrieben wird nun
das Verfahren fur diei—te Spalte (i =1...5) :

n sei diekleinste positive ganze Zahl, diein der i—ten Spalte vorkommt. Diese Zahl kann mdgli cherweise
in mehreren Feldern der Spalte vorkommen.

Schritt 1: Man wendet (n — J)-mal die Umformungsregel (S) auf die i-te Spalte an.

Dadurch werden all e Zahlen der Spalte um n — 1vermindert. Die Felder, in denen die Zahl n stand,
enthalten nunjeweil s eine Eins. Alle anderen Felder enthalten Zahlen grof¥er als 1.

Schritt 2: Man wendet die Umformungsregel (Z) einmal auf digjenigen Zeilen an, deren Felder in der i—
ten Spalte @ne Eins enthalten.

Die Felder der i—ten Spalte, die déne Eins enthielten, enthalten nach Schritt 2 jewell s eine Zwei, der
Inhalt all er anderen Felder der Spalte bleibt unverandert.

Schritt 3: Man wendet die Umformungsregel (S) einmal auf die i—te Spalte an.

Nun stehen in den gleichen Feldern wie nach Schritt 1 wiederum Einsen. In allen anderen Feldern haben
sich de Zahlen um 1 vermindert. Moglicherweise sind dadurch in der i—ten Spalte weitere Felder mit
Einsen hinzugekommen.

Schritt 4: Man wiederhalt Schritt 2 undSchritt 3 so lange, bisin allen Feldern der i—ten Spalte nur
Einsen stehen.

Diesist moglich, dasich mit jeder Durchfiihrung der Schritte 2 und 3in der i—ten Spalte dle Zahlen, de
grof¥er als 1 sind, um 1 vermindern undall e Felder mit Einsen nach desen beiden Schritten wieder eine
Eins enthalten.

Schritt 5: Man wendet die Umformungsregel (S) einmal auf die i-te Spalte an.

Nun steht in allen Feldern der Spalte die Zahl Null.

Mit diesem Verfahren beabeitet man nacheinander al e finf Spalten. Da éne Umformung nach der
Regel (Z) sich nicht auf ein Feld auswirkt, in dem die Zahl Null steht, bleiben bereits beabeitete Spalten
unverandert.

Nadh endlich vielen Schritten steht 40-mal die Zahl Null auf der Tafel.
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Aufgabe 2
In einem Dreiedk ABC wird durch den Mittelpurkt M der Seite [AB] die Senkredhte zur Winkel-
hal bierenden w, gezeichnet. Sie schneidet die Gerade AC im Punkt X und de Gerade BC im Punkt Y.

Beweise: AX = BY .
Vorbemerkung:

Wenn das Dreiedk ABC gleichschenkligist mit der Basis[AB], dannist die Mittelsenkrechte von [AB]
gleichzeitig auch de Winkelhalbierende. Die Orthogonal e zur Winkel halbierenden durch den
Mittelpurkt der Stredke [AB] ist dann de Gerade AB. Die Punkte X undY stimmen in diesem Fall mit
dem Punkt A bzw. B lberein. Die Stredken [AX] und[BY] haben dann de Lénge 0.

Bel den folgenden L ésungen wird vorausgesetzt, dassim Dreiedk ABC die Seiten [AC] und[BC] nicht
gleich lang sind. Aul¥erdem wird angenommen, dass[AC] die langere Seite sei.

1.Losung

Im Dreieck ABC wird de Halbierende des Winkels ACB
gezeichnet. Die Orthogonale zu dieser Winkelhalbierenden
durch den Mittelpurkt M der Strecke [AB] schneidet die
Geraden AC undBC in den Punkten X undY.

Das Dreieck MY B wird am Punkt M gespiegelt. Dabei féllt B
auf A, M bleibt fest, der Bildpurkt von'Y sei Y'. Y' liegt auf
der Geraden XY.

Auf Grund der Abbil dungseigenschaften der Punktspiegelung 2
gilt:

(1) BY =AY’

(2 DOBYM=0AY'M :90°-§

Die Winkel MXC und Y'XA sind Scheitelwinkel und deshalb gleich grof3.

Esgilt dsoauch OMXC=0Y'XA = 90° % .

Wegen der Ubereinstimmenden Grole der Winkel Y'XA und AY X ist das Dreiedk XY'A
gleichschenklig mit der Basis [XY].
Die Schenkel [AX] und[AY ] sind gleich lang. Wegen Eigenschaft (1) gilt also AX = AY' = BY .

2.L6sung

Ssei der Schnittpurkt der Winkelhal bierenden w, mit der ¢
Geraden XY.

Das Dreieck XSC ist nach dem Kongruenzsatz WSW kongruent
zum Dreiek YCS, da

CS=CS y

[0XCS=OSCY =y/2 und y

0 CSX = 0YSC = 9¢° gilt. : - e
Daher ist auch 0 YXC =0 CYX *). N

Die Parallele ( Hilfslinie) zu AC durch B schneidet XY in N.
Nadh dem Kongruenzsatz WSW ist das Dreieck AM X kongruent zum Dreieck BMN, da

MA = MB ( nach Voraussetzung )
[0 XMA =[] NMB ( Scheitelwinkel )
0 MAX =[] MBN (Wedhselwinkel ). Daher gilt: AX =BN (**).

Wegen der Parall elitét der Geraden NB undAC ist [J YNB = [J YXC ( Stufenwinkel ).
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Wegen (*) gilt J YXC =0 CYX und camit auch [J YNB = [ BYN, alsoist das Dreiedk NYB
gleichschenklig mit Basis[NY]. Daher gilt BN = BY undwegen (**) auch AX = BY .

Aufgabe 3

Eine Azteken-Pyramide hat die Form eines Pyramidenstumpfes mit quadratischer Grund- und
Dedfladhe. Die Grundfladhe besitzt eine Kantenldnge von 81m, die Dedfladche éne Kantenldnge von
16 m. Die Seitenkanten sind 65m lang. Eine Aul¥entreppe fir Touristen fihrt zur Dedfladche des
Pyramidenstumpfs. Sie beginnt an einer Ecke der Grundil&dhe und Ulerquert jede Seitenfl&dhe genau
einmal, bevor sie an einer Ecke der Dedkfladhe endet. Dabei ist ihre Steigung tberall gleich.

Welche Entfernungen haben die Punkte, an denen die Treppe die Kanten trifft, von den zugehdrigen
Eckpurkten der Grundlade?
1.Losung

Die Seitenfladhen des Pyramidenstumpfs snd gleichschenklige
Trapeze. Die parall elen Seiten haben de Langen 81mbzw. 16m, 16m F
die Schenkel haben de Lénge 65m. Die TrapezhOhe sei h. Dann
ergibt sich fur die Lénge k:

k=% (81m-16m) =32,5m. h N

Folglich hat das rechtwinklige Dreiedk LBF eine Kathete, die halb
so lang ist wie die Hypotenuse. Der von deser Kathete und der

Hypotenuse éngeschlossene Winkel hat demnach die Wete 6. b K feo°
Die Seitenflachen des Pyramidenstumpfs snd also A L B
gleichschenkli ge Trapeze mit Basiswinkeln der Weite 60°. 81 m

Vier dieser Trapeze bilden den Mantel des

Pyramidenstumpfs. Wegen der Basiswinkel mit der Weite

60° schneiden sich die Verlangerungen der Trapezschenkel A
alein einem Punkt S ebenfall s unter Winkeln der Weite

60°. Die Dreiedke EFS, FGS, GHS undHES sind cemnach

gleichseitig mit den Seitenlngen EF = 16 m.

Die Treppe beginne in Punkt A undsei mit einem Winkel

der Weite a gegen de Grundkante [AB] ansteigend. Sie

trifft die Kante [BF] im Punkt T. Von T auswird de

Treppe unter dem Winkel derselben Weite gegendiber der
Grundkante [BC] fortgesetzt underreicht die Kante [CG]

im Punkt U. Entsprechend setzt man die Treppe Uber die

dritte undvierte Seitenflade des Pyramidenstumpfs fort.
Sietrifft die Kante [DH] im Punkt V und de Kante [AE]

nach Vorausstzung im Punkt E der Dedflacde. A

Die Dreiecke ATS, TUS, UVSundVES sindale &nlich,
denn sie haben je énen Winkel der Weite 60° bei Sundje
einen Winkel der Weite 60° - a bei A bzw. T bzw. U bzw. V. Folglich gilt:

AS:ST=ST:SU undST:SU=SU:SV undSU:SV =SV : SE.
Mit ST =xm, SU = ym und SV =z merhét man daraus:
(1) 8l:x=x:y
2 x:y=y:z
3 y:z=z:16
2

Gleichurg (3) 183t sich umformenzu (3) Yy = 16
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2 3

LA H H q 7 —y_—Z_
Setzt man (3) in(2) ein, so ergibt sich (27) X = > = 256

Gleichurg (1) &%t sich umformenzu (1) 81y = x°.
2 _ 26
16 256" °
Dies &Rt sich wie folgt umformen:  z* = 1681256 O z=2[BA=24

Daraus ergibt sich schliefdlich, dassy = 36 und x= 54.

Setzt man (2') und(3) in (1) ein, erhdlt man 81

Demzufolgeist BT =SB — xm=27m, CU=SC-ym=45m und DV =SD - zm=57m.

2.L6sung

Die Treppe beginnt in einer Ecke A der Grundlache ABCD
undendet nach Aufgabenstellung im Punkt E der Dedflache D c
EFGH. Die Seitenkanten [AE], [BF], [CG] und[DH] des
Pyramiden-stumpfes shneiden sich in der Spitze S der
Gesamtpyramide. [BF] wird von der Treppein T, [CG] inU
und[DH] inV geschnitten. In der Figur ist der Sachverhalt im
Grundissdargestellt. Von den Gker der Grundebene liegenden - G
Punkten wie E, F usw. hat man die Bilder E', F* usw.

Je kleiner der Winkel a = OT'AS' ist, desto grofer ist der . |
Winkel B = OBAT", desto holer liegt T iiber der Grundebene E F
und dkesto klrzer ist der horizontale Abstandvon A zu T°,
desto steil er verlauft also de Treppe. o T

Entsprechendes gilt fur die Wegabschnitte auf den drei A B
anderen Seitenflachen der Pyramide. Wegen der Symmetrie

der Pyramideist mussalso JU'T'S =0OV'U'S =OE'V'S =

a sein.

Dadie Diagonalen im Quadrat zueinander orthogonal sind, sind auch die aifeinanderfolgenden
Abschnitte der Treppe zueinander orthogonal .

Nacd dem Hohensatz gilt mit t = ST, u=SU undv=SV' das Gleichurgssystem
(1) t?=SAL
2 u =ty
3) VvZ=ulBFE
Quadriert man Gleichung (1) undsetzt (2) ein, so ergibt sich
t*=SA’ V.
Lost man Gleichung (1) nach uauf undsetzt in (3) ein, so erhdlt man
| C—
vi == [BF.
SA
Aus diesen beiden Gleichungen eliminiert man v und erhélt

t=4SA° BF

_ 2 — 2
und drausmit S A = % [B1m undS'E' = % [(16mden Wert t = 27\/5 m.

Mit den Gleichurgen (1) und(2) ergibt sich ferner u=18J2 mundv =122 m.
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Daraus erhélt man BT'=SB-t=SA-t= [P7m
_ 2 — 2
undentsprechend CuU = g [(45m sowie DV' = % (b7m.

Um nun de gesuchten Abstande auf den Seitenkanten des Pyramidenstumpfes zu finden, berechnen wir

seine Hohe:
81m-16m V2 V2
SR
2 2

AE”+EE =AE  mit AE = == [65m, also §=ﬁ=7[65m

Das Dreiedk AE’E ist also gleichschenkli g-rechtwinklig. Seine Hypotenuse ist V2 ma so lang wie seine
Katheten. Dasslbe gilt fur die Dreiecke BT'T, CU'U undDV'V.
Daraus folgt das Ergebnis:

BT =+/2 BT =27m, CU =45m und DV =57m.
Aufgabe 4

Zeige: Eine Primzahl p ist genau dann de Differenz von zwei dritten Potenzen ganzer Zahlen, wenn p=
2 ist oder wenn (p-1)/6 alsSumme 1+ 2+ 3 + ...+ n (n U N) geschrieben werden kann.

Vorbemerkung: Es snd zwei Aussagen zu zeigen:
" " Wenn eine Primzahl p Differenz von zwei dritten Potenzen ganzer Zahlen ist, danngilt p =2

oder ?_1 kannals Summe 1+2+3+....+n (N N) geschrieben werden.

"0 " Wennfir eine Primzahl p gilt p=2 oder wenn pT—l dsSumme1+2+3+....+n (nON)

geschrieben werden kann,ist p die Differenz von zwei dritten Potenzen ganzer Zahlen.

1.L0sung

Die Primzahl p sei Differenz aweier Kubikzahlen, also p = a® — b® fir ganze Zahlen a undb.
Dap eine Primzahl ist, kann weder a noch b gleich Osein.

Warea < 0, so misge aich b <0 sein, dasonst a®> — b®*<0ware,

Dannist aber p=a® -b® =(-b)® — (-a)*, undsomit ist p eine Diff erenz von positiven
Kubikzahlen. Wir kénnen also annehmen, dassa > 0 ist. Es bleiben nach zwei Méglichkeiten: b >0
bzw. b <O0.

Wennb < 0, so kann man ¢ = — b setzen, damit ergibt sich p = a® + ¢®. Alsoist p die Summe von zwei
pasitiven Kubikzahlen.

Wennb > 0ist, so p die Differenz von zwei positiven Kubikzahlen.
Somit haben wir die beiden folgenden Féll e:

Fdl 1. p= a® + c® ist Summe von zwei positi ven Kubikzahlen. Fir p ergibt sich hier die Zerlegung
p=(a+c)(a® -ac+c?).Well peinePrimzahl ist, mussa+c=1 odera+c=psen.
e Fallsa+c=1, dannmisde a oder ¢ gleich 0sein, ein Widerspruch.
« Falsa+c=p, dannmussin der Zerlegung p = (a + c)(a® — ac + ¢*) der Faktor
(a® —ac+c*)gleich 1sein.Aus 1=a® —ac+c® >a” —2ac+c” = (a—-c)® folgtjetzt
(a-c)>=0,asoa=c. Somitist p=a+c=2a einegerade Primzahl, folglichp = 2.
Fal 22 p=a® - b’ ist Differenz von zwei positiven Kubikzahlen. Dannist
p=(a-b)@®+ab+b?*) undsomita—b=1ockra—b=p.

p-1 bb+1 1
6 2
« Falsa-b=p, dannist (a® + ab + b*) = 1. Esmiisge nuna oder b gleich 0sein, ein Widerspruch.

« Fadlsa-b=1,dnnist p=(b+1D*-b*=3p(b+1) +1,aso +..+b.
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Beweis der Riickrichtung
I . . p-1 . Pp-1 _n(n+1
» Fur die Primzahl p gebe es eine Zahl n mit T:1+...+n.Dann|st 6 = 5

,asoist

p=3n(n+1) +1=(n+1)° - n® eineDifferenz von zwei Kubikzahlen.
« WennschlieRlich p=2,soist p=1° - (1), also ebenfall s eine Diff erenz von zwei dritten
Potenzen.

Variantefur Fall 2:
Erkennt man de Zerlegung a® — b*® = (a — b)(a® + ab + b?) nicht, so kannman in desem Fall
dennach wie folgt zu einer Losung der Aufgabe kommen: Daa=b gibtes k=0, so dassa=b + k.
Damit gilt a® —=b® = (b + k)® —b® = 3k?* + 7k + k® = k(3k + * + k?).
Da p=a’®-b®=k(3k + 3” + k?) einePrimzahl ist, gibt es wieder zwei Mogli chkeiten:
k=1 odrk=p.
« Falsk=1, dannista=b+ 1undp=a’®-b®=3o(b+1) +1, somit
p-1 bb+1)
6 2
* Fallsk = p, dann mussder zweite Faktor 3ok + 30® + k* gleich 1sein.Dab =0 und k = 0, folgt
k=1 undb = 0. Somit mussp = 1 sein undist keine Primzahl.

1+...+b.

2.L06sung

Es = p=a’-b’® mit ganzen Zahlenaundb. Aus a®> —-b® >0 folgt a°® >b’, diesist
aquivalentzu a>b.

Esist p=(a—b)(a*+ab+b?).Daa>b ist der erste Faktor und damit auch der zweite positiv.
Dap eine Primzahl ist, musseiner der Faktoren also 1sein.

1.Fal: (a—b)=1 Damitist a=b+1und p=(b+1)*+(b+1D)b+b*> =3b” +3b+1, somit ist
p-1_30°+3b _b(b+1)
6 6
mit der Summe der ersten b natiirlichen Zahlen 1+2+3+....+b Uberein. Fir b<-1 ist
b(b+1) _(-b)(-b-2)
2 2
Fale b=0 undb=-1 fuhren beide aif p =1, welchesim Widerspruch zur Primzahleigenschaft steht.

. Nadh der Gaufschen Summenformel stimmt fur b >0 der letzte Term

=1+2+....+(-b-1) die geforderte Summe aus natiirlichen Zahlen. Die

2.Fal: (a®+ab+b?) =1 Fasg man desals quadratische Gleichung fiir die ganze Zahl b auf, so

ergibt die Gleichurg b” +ab+a® -1=0die Diskriminante D =a® -4(a”*-1) =4-3a’.

Damit D = O erfillt i st, muss aD{—l, 0, 1} gelten.

e Fir a=-1list b>-b=0 und chmit b =1 oder b =0 welche beide nicht mit a > b vereinbar sind.

« Fir a=0ist b>-1=0 und dmit b =1oder b =-1, woraus schmit p=0°-1* =-1 bzw.
p=0°- (-1 =1 keine Primzahlen ergeben.

« Nur fir a=1 ergibt sich bei einer der beiden Losungen von b> +b=0 ,also b=0oder b=-1 ,
eine Primzahl: p=1>-0° =1 ist keine Primzahl, aber p=1°>-(-1)° =2 ist die angegebene
Primzahl.

-1
[0 “ :|(siehe auch 1.Losung) Fir die Primzahl p gebe es eine Zahl n mit pT =1+...+n.Dannist

p-1_n(n+1)
6 2
WennschlieRlich p=2,soist p=1° - (-1)*, also ebenfall s eine Diff erenz von zwei dritten Potenzen.

,dsoist p=3n(n+1) +1=(n+1)°%-n® eineDifferenz von zwei Kubikzahlen.
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