2. Landeswettbewerb Mathematik Bayern
2. Runde 1999/2000

Aufgabe 1

Ein Wrfel wird durch je einen Schnitt parallel 2torder-, Seiten und
Deckflache in acht Quader zerlegt. (siehe Skizze).

Konnen sich die Rauminhalte dieser Quader wie 1324 :5:6:7: 8 -
verhalten? 7 %ﬁ%

1. Lésung 2

Vorbemerkung:
Betrachtet man die nebenstehende Skizze, so erkemtdass durch den
Schnitt parallel zur Vorderflache 4 Paare von Qua@atstehen, die wie ‘

undll ,hintereinander liegen”. Betrachten wir die gensaime Flache von
| und Il als Grundflache, so verhalten sich ihreiRahalte wie ihre drit- ‘

ten Kanten. Dieses Verhaltnfa—b):b der dritten Kanten ist firjedes | | ]
der vier Paare gleich. ‘

Behauptung:
Die Rauminhalte der Quader kénnen sich nicht wi2:B:4:5:6:7:8 verhalten.

Beweis( mit Widerspruch ).

Verhalten sich die Rauminhalte wieZ: 3:4:5:6:7:8, so sind sie ganzzahlige Vielfache des Raumin-
haltes \, des kleinsten Quaders. Da nun der Quader mit deimsken Rauminhalt zu einem der obigen
vier Paare gehort, kann das Verhaltnis der Raurtimbanes Paares nur von der Forni2der 31 oder
...8 : 1 sein. Das Verhaltni@—-b): b ist also ganzzahlig.

Der Quader mit dem Rauminhalt 5-§ehort ebenfalls zu einem Paar. Da 5 eine Primaadhkein ande-
res Quadervolumen ein Vielfaches von 5iaf, mussen dieser Quader und der Quader mit digimsken
Rauminhalt \ ein Paar bilden und hintereinander liegen. DierRabalte der Quader der anderen drei
Paare muissen sich dann ebenfalls wik gerhalten.

Auch der Quader mit dem Rauminhalt 2Rémmt in einem dieser Paare vor. Sein Partner maiss
den Rauminhalt 5:(2,y= 10-V, odert :(2-V,) haben, wobei die zweite Méglichkeit nicht zuteeff

kann, da die Rauminhalte ganzzahlige VielfacheWgaind. Einen Teilquader mit dem Rauminhalt
10-V, gibt es aber auch nicht, da der gro3te Raumieinads Teilquaders 8;\st.

2. Losung
0.B.d.A. kann man von einem Wiirfel der Kantenlahgarisgehen (zentrische Streckung).

Annahme: Es gibt geeignete Schnitte, so dass sicRaliminhalte der Teilquader wie
1:2:3:4:5:6:7:8 verhalten. Wegd2+3+4+5+6+7+8=  R¥@sitzen diese Quader die Raum-

inhaltei i E

36'36" 36

Durch die drei Schnitte werden jeweils vier Kanteawei Teilstlicke der L&ngen a und 1 —a bzw. d un
1 —Db bzw. cund 1 — c geteilt. Die Benennung dentkn wird so vorgenommen, dass

a<l-a, b<l-b,c<l-cundashs<c
gilt. Dann gilt aucha<sb<c<l-c<l-b<l- a

Mit dieser Benennung hat der Quader mit den Kaateggn a, b und c das kleinste Volumen, der mit den
Kantenldngen a, b und 1 — ¢ das zweitkleinste.

2. LWMB 1999/2000 2. Runde Seite 1



Der kleinste Quader Qder zweitkleinste Quader,Q.., der zweitgrote Quader @nd der grofRte Qua-
der @ haben dann folgende Kantenlangen bzw. Volumina:

1
a,b,c vV, =ablt=—
Q1 1 T
Q |abl-c V2=a[b[ﬂl—c)=%
Q |cl-bl-a V7:c[ﬂl—b)[ﬂl—a):é
Q |1-c,1-bl-a Vg = (1-c)rf1-b)rf1- )=%
1 A
Somit gilt:ﬁziziz1 undﬁzi:&zz, alsolz—C =Z.Widerspruch!
V, 1-¢ 2 2 Vg 1-c¢ 8 8 2 1-c 8
36 36

Also ist die Annahme falsch; es gibt also keinerftd, so dass sich die Rauminhalte der Teilquader
1:2:3:4:5:6:7:8 verhalten.

3. Losung:

Vorbemerkungen:

Die Kantenlange des Wirfels wird als LaAngeneinheit
verwendet.

Wenn es eine geeignete Zerlegung des Wirfels gpbt, <

sind alle Volumina der Teilkdrper verschieden, ddim

acht Rauminhalte soll zueinander im Verhaltnis
1:2:3:4:5:6:7:8 stehen. Die Quader haben die Vo- Il % v

. 1 2 8
lumina—,—,...,— . _
36 36 36 -

Der Wirfel wird nun so gedreht, dass der kleinata-Q [ >
der links, vorne, unten liegt (siehe Bild).

Die Bezeichnungen fir die Teilstrecken werden so ge
wahlt, dassx<y<z s% gilt.
Esgiltdannauckk<sy<z<l-z<l-y<l-X.
Fur die drei Streckenléngen x, y und z gilt dangespx <y <z . Waren namlich beispielsweise x und y
gleich grof3, so waren die Volumina von Il und likigh, denn es wirde
V, =(1-x)yz=01-x)xZ und V, =xfl-y)z=xM{l-x)&

gelten. Dies steht im Widerspruch dazu, dass diarima der acht TeilkOrper paarweise verschieden
sind. Fur die beiden anderen Vergleiche x und z lyawnd z zeigt man dies entsprechend.

Betrachten wir die sichtbaren Flachen der vier Vimgenden Quader als Grundflachen, so haben alle
vier die gleiche Hohe, ndmlich y. Ordnen wir dieuRénhalte der Grof3e nach, so stimmt die Anordnung
mit der der Flacheninhalte der sichtbaren Rechtadkeler Vorderseite Uberein.

Quader | Quader I Quader 1l Quader IV
A =xz Ay =x[ﬂ1—z)=x—xz An =(1—x)&=z—xz Ay =(1—x)[ﬂ1—z)
V) =xZly |V, =xy-xyz Viy =yz—xyz Vy =(1-x)yfL-2)
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Die AnordnungA, <A, <A, <A, ergibt sich beim ersten und beim dritten Kleineiehen aus der

Produktdarstellung, beim mittleren aus der Summesteldung der Flacheninhalte. Damit gilt auch
V|, <V, <V, <V, . Die entsprechende Anordnung gilt auch fir diewfgha der dahinter liegenden

Quader, die alle die gemeinsame Hdhey) besitzen.

Es wird nun gezeigt, dass die drei Quader I, Il ihith dieser Reihenfolge die kleinsten aller achta-
der sind. Dazu muss noch nachgewiesen werdenddas3uader Il kleiner als der kleinste Quader in
der hinteren Schicht ist. Dies ist der Quader,hilter dem Quader | liegt. Fiur sein Volumen gilt

V. =x[l-y)Z =xz-xyz . Wegen x < y gilt xz < yz und damit auth, <V, .

Betrachten wir nun die Rauminhalte der drei Teiigirl, 1l und 11l und bilden paarweise die Quotiemt
so folgt:

Vo o xbylz _ y

vV, xll-y)z C1-y

, woraus durch Umformewg =% folgt.

N =

Vi _ o xyz _ X
Vi -x)3z 1-x

,woraus durch Umformer :% folgt.

Qlwl@le gIngle
wlk

Durch Einsetzen dieser beiden Werté/inerhalten wirz :% .

Danach wiirden y und z Ubereinstimmen. Dies stefWiderspruch dazu; dass die drei Langen x, y und
Z paarweise verschieden sind.

Aufgabe 2

Einem rechtwinkligen Dreieck wird auf
zwei Arten ein Quadrat einbeschrieben.

Beweise: Das Quadrat, bei dem zwei
Seiten auf den Katheten liegen, hat im-
mer einen gréReren Flacheninhalt als das
Quadrat, bei dem eine Seite auf der Hypotenuse lieg

1. Lésung

Zunachst werden die Seitenlangen der Quadrate @estimmungsstiicke des rechtwinkligen Dreiecks
ABC ausgedriickt.

C _________
K/ y I h-y
h
y
I Y
A G H B

1. Fall
Mit den Benennungen in der linken Abbildung erhaker:
AABC = ADECF +AADF +ADBE

Bertucksichtigen wir, dass die Dreiecke ADF und Digft F bzw. E einen rechten Winkel haben, so
folgt:
1

Sab= x2 +%x [ﬂb—x)+%x [fa-x)
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ab=2x?% +bx-x? +ax—-x?
ab=(a+b)x
ab
X = 1
o (1)
2. Fall

Mit den Bezeichnungen in der rechten Abbildung kemawir:

AABC :AGHIK +AKIC +AAGK +AHBI

Die zur Grundseite Kl gehdrende Hohe im rechtwiedi Dreieck KIC hat die Lédnge h —.

Daher gilt: Agc =%ytﬂh—y)
- I 1 =
Aul3erdem gilt: A ek T Aug =5 [(AG [y+§[|-|B[y_
:%y[ﬁE+H_B)=
= ~yr{aB - o) -
1
=— C—
Syie-y)
. , 1 1
Folglich ist: Apgc =Y +§ytﬁh—y)+§ytﬁc—y)
1 1 1
—ab==yh+=yc
2 2y 2y
ab=yfh+c)
ab
= 2
e (2)

Ein Vergleich von (1) und (2) zeigt, dass die zwéisende Behauptung x >y aquivalent zu der Bedin-
gunga+b<h+cist.
Zwischen den Streckenlangen a, b, ¢ und h beskeleriehung A g =%am =%h (¢, also
alb=hlc
Die Gultigkeit der Ungleichung x > y wird nun naehgesen:
X>y

= a+tb<h+c , da alle vier Variablen posttind, gilt auch

= (a+bf <(h+cf

- a’+2ab+b?*<h?+2h@+c? , wegena® +b? =c? undalb=hl c, folgt

= 0<h?

Diese letzte Ungleichung ist fiir jedes rechtwinkl@reieck erfiillt. Da jede Umformung eine Aquiva-
lenzumformung war, ist damit auch die erste Ungleig fir jedes rechtwinklige Dreieck erfllt.
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2. Losung

Der Flacheninhalt des Dreiecks ABC kann auf zweseaie-
dene Arten berechnet werden, das Dreieck ABC veingjls
aus den Teildreiecken und dem Quadrat zusammengeset

Im ersten Dreieck gilt:

Da DE parallel zu AC und DF parallel zu BC ist,csitie
Dreiecke ABC, ADF und DBE ahnlich.

Fur die Verhaltnisse der Seitenlangen ergibt siittder Benennung in der Zeichnung:

DF:BC=x:a DE:AC=x:b
Die Flacheninhalte der Dreiecke verhalten sichrramiler wie die Quadrate der Seitenl&ngen.
Damit ergibt sich fur den Flacheninhalt des DregeaBC:

Ea[lb x? + Gl—aEIb+—G1—a[b Q)
Im zweiten Dreieck gilt: c
Da die beiden Quadratseiten GK und HI auf der Hypose
senkrecht stehen, folgt mit Hilfe des Winkelsumnagpas im KLY '
Dreieck, dass die vier Dreiecke ABC, KAG, BIH untk&hn-
lich sind. y
Die Verhaltnisse ihrer Seitenlangen ergeben sishdau Zeich- A KG H“ B
nung:
&:63=y:a m:E=y:b ﬁ:ﬁzy:c.

Damit ergibt sich fur den Flacheninhalt des DreseaBC:
2 2 2
Lam=y?+¥ Fam+Y Fam+L Fam )
2 a® 2 b? 2 c® 2

Gleichsetzen der rechten Seiten der beiden Glegclil)nund (2), sowie anschlieBendes Vereinfachen
ergibt:

1280 (o 2)f 10 1
27 c_(X y)[€1+2[£;+2agj

Die linke Seite der Gleichung und der zweite Fakieer rechten Seite sind positiv, da alle Variablen
Streckenlangen sind. Deshalb ist atﬁxcﬁ—yz) positiv.
Da x und y positive Werte sind, folgt daraus x > y.

2. LWMB 1999/2000 2. Runde Seite 5



Aufgabe 3

Beginnend mit einer geraden Zadl (a, > 2) wird durch die Vorschrif,,, =a2 (nO0) eine Folge
von Zahlen definiert.

Zeige, dassy, — Hurch mindestens n verschiedene Primzahlen tagbar

Ldsung
a — 1 ist groRer als 1, da a2 ist. a, — list selbst eine Primzahl oder durch mindestens Bniimzahl
teilbar. Also ista, — 1durch mindestens eine Primzahl teilbar.

Nun wird gezeigt, dass jede Zahl dieser Folge nstates einen Primteiler mehr besitzt als die vor&erg
hende Zahl.

Dazu weisen wir allgemein nach, dass die Zgh] - middestens einen Primteiler mehr hata|s- . 1
Dann besitzta, - Imindestens einen Primteiler mehr als- , also mindestens zwei Primteiler; - 1
hat mindestens einen Primteiler mehraJs- , also mindestens drei Primteiler, usw.

Es gilt nach dem Bildungsgesetz in der Aufgabehstgl a,,, -1=a -1=(a, -1)C{a, +1).

Alle Primteiler vona, — 1sind auch Primteiler vom,,, - 1

Es bleibt noch zu zeigen, dags+ mindestens einen Primteiler besitzt, der keinefeibna, — 1ist.

Da a, + 1 groRRer alsa, — 1ist, ista, + 1ein Teiler vona,,, — 1der nicht bereits im, — %nthalten ist.

Ist a,, +1 selbst eine Primzahl sind wir fertig, denn dansitzéa,,,, — 1 den Primteilera, + 1zuséatz-
lich.

Wenna, + 1keine Primzahl ist, so gibt es einen PrimzahlspTailer vona, + 1 Es wird nun gezeigt,
dass p kein Teiler voa,, — [st.

Dies geschieht durch einen Widerspruchsbeweis.

Es sei p ein gemeinsamer Primteiler \a— urid vona, + 1 dann ist p auch Teiler von
(a, +1)-(a, -1), also von 2. Der gemeinsame Primteiler p mussZksin.

Da abera, + lungerade ist, kann 2 kein Teiler vap+ séin. Also habem, - Lnda, + 1keinen
gemeinsamen Primteiler. Also hat +1> n2indestens einen Primteiler p, der kein Teiler eqr-1

ist. Die Zahla,,,, — 1hat also mindestens einen Primteiler mehragls . 1
Aufgabe 4
Gegeben sind zwei Primzahlen p und g mit p < q.
Bestimme fir x, ywO und x <y alle Lésungspaare (x/y) der Gleichw%@E = ﬁ .
Xy

1. Lésung
Die Gleichung der Aufgabenstellung lasst sich aajent umformen:

1 1 1

—+—=—|Xypq

X y plg

Py +pax = xy | +p’q” - pay— pax

p°g’ = xy - pay - pax+ p°q’ [Faktorisieren
p’a’ = (x—pa)y - pa)
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(x —pg) ist ein Teiler vonp®q? und (y - pq) ist der dazu gehorende Erganzungsteiler beziigidA.

Da p und q zwei verschiedene Primzahlen sind, éaTdrmp?g® die neun Teiler 1, p, q, pq,
p*,9°,p*a,pg” undp’g’.
Unter Berlcksichtigung von p < g undy gibt es funf Falle:

x-pg=1 O y-pg=p“g’

x-pg=p O y-pq=pg’

x-pa=q O y-pg=p°q

x-pg=p® O y-pq=q’

X-pg=pg L y-pg=pq

Und daraus folgen die finf Losungspaare:
(1+pq/pa(1+pq))
(p(1+q)/ pq(1+q))
(a(1+p)/ pq(1+p))
(p(pta)/ q(pta) )
(2pq / 2pq )

2. Losung

Da x und y natlrliche Zahlen sind, gil<x<y = 0<1<1<1+1—i = 0<pg<x<y

y X 'y X pq
Es existierenr, BIN mit x=pg+r undy =pg+< mit r<s.

1 1 1
+ -

pa+r pg+s pq

Damit gilt:

pg+s+pg+r
(pgl{pg+r) Hpg+s)
(bg+1)dpa+s)  pq |

pql(Zpg+s+r) = (pa+r)[(pq+ s)

2p?q® +pqs+pqd = p°q® +pgE+pql +r3 | -pg® -pas-pqld

p?g® =ri&

Da p und g nach Aufgabenstellung zwei verschiedimzahlen sind, besﬂzﬂ2 2

Faktorisierungen:

nur die folgenden

(1) 1fp@)? —.r=lunds=(@)? = x=z+lund y=z+%Z
@ ppre?) =>r=punds=@° = x=z+pundy=z+[
3 qtp?m) =r=qunds=fif = x=z+qundy=z+7g
@ (p?)da?) —~r=ffunds=§ = x=z+pgundy=z+§

5)  (pg)dpa) —r=pgunds=pq = x=z+pq=2zundy=z+pq=2z

Bei den restlichen Faktorisierungen ist r > s, deisAngabe widerspricht.
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3. Losung

Aus der Gleichung; +l -1 folgt yrx_ ioder pa(x +y) = xy.
Xy pq Xy  Pq
L6st man dies nach y auf, so ergibt sich y :ﬂ.
X=pq

Hierbei sind sowohk =x — pals auchy natirliche Zahlen, also ist k ein Teiler vpgx = pq(pq+ k) .
Somit ist jeder Primfaktor z von k ein Teiler vpiig oder vonplg+ k Da z auch k teilt , ist z in je-
dem Fall ein Teiler von pg. Also z = p oder z = g.

Somit hat k die Primfaktorzerlegurig= p? mb mit nattrlichen Zahlen a und b. Zugleichlks€ ,pq

denn auk > pagrirdey = pq(pl(j+ k) < Pa(pa+k) =pq+k =x folgen. Das widerspricht der Voraus-
pPq

setzungx<y.
Wir haben alsck = p® mb < pgAul3erdem p <q. Wegerm2 >  pguss nun b < 2 sein.
Wenn b = 1ist, so muss a = 0 oder a =1 sein. tigran= 2 warek = p2q > pq

Es bleibt der Fall b = 0, alsk=p®. Dann ist fura> 2

y= palpa+p*) _ plala+p*?)_ala+p*Y)
a a a-2 !

p p p
Warea= 3 so musste p ein Teiler vag(q+p®* spin, insbesondere auch ein Teiler von g. Dies ist
wegenp #q unmoglich. Also ista< 2
Insgesamt bleiben also funf Mdglichkeiten, die alleh tatséchlich Losungen der Gleichung ergeben:
1. a=b=0, alsok =1. Dies ergibt die Lésung = pq+1, y =(pg+1)pq.
2.a=1b=0, alsok = p Dies ergibt die Lésung =pg+p, y = (pg+p)g.
3.a=2b=0, alsok = p?. Dies ergibt die Lésung = p(p+q), y =q(p+q).
4.a=0,b=1, alsok = q Dies ergibt die Losung = pg+aq, y = (pg+q)p.
5.a=b=1, alsok = pq Dies ergibt die Losung =2pq= .y
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